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AVIS DU LIBRAIRE. 

L'Auteur a exposé le plan de cet Ouvrage, ainsi que 
de toutes les autres parties de son Cours, dans ses 
Essais sur l' Enseignement en général , et sur celui des 
Mathématiques en particulier, où il s'est proposé de 
réunir ce qu il y a de plus précis et de plus important 
«ur la philosophie de ces sciences. 



Tout Exemplaire du présent Traité, qui ne por- 
terait pas, comme ci- dessous , la signature de 
Vjéuteur , sera contrefait. Les mesures nécessaires 
seront prises pour atteindre, conformément à la 
Loi, les fahricateurs .et les débitans de ces Exem- 
plaires. 
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CHAPITRE PREMIER.., 

De la Trigonométrie tectiligne. 



o 



if considère six choses dans un triangle rectiligne , trois angle» 
et trois côté», Avec trois de ces six choses , on détermine toujours» 

- un triangle > pourvuqa'il s'y trouve un côté, page i. 

Si Ton avait une suite de triangles calculés sur tons les angles, possi- 
bles , il se trouverait nécessairement dans, cette suite un triangle 

- équiangfe avec un triangle quelconque donné , / x s*- 

Le sinus est la perpendiculaire abaissée de l'extrémité d'an arc sur 
le rayon qui passe par l'antre extrémité; le cosinus eu la partie du 
rayon comprise entre le pied du sinus et le centre-; le sinus verse 
est>la partie du rayoa comprise entre-l'arc otlc pied du sinus ; 1* 
tangente est la perpendiculaire élevée à l'extrémité d'un arc , et 
terminée par. nn rayon prolongé qni passe par l'antre extrémité j 

x ce rayon prolongé . s'appelle sécante, 4~~5 

On appelle complément d'ùnrfiro, ou d'un angle , ce qu'il faut ajou- 
ter ou rétrancher à cet arc , ou à cet angle , pour en faire le quart 

, derla circonférence, eut nn angle droit, ibiâ.4 

Les cosinus y ootarjgentes et cosécantes sont les sinus , tangentes 
efesécantesrdes arcs complémentaires , ibid:' 

Le cosinus et le rayon ont le même rapport que le sinus et la tau-* 
gente , ©n qnç le rayon et la sécante , 6 

Le rayon est moyen proportionnel entre la tangente et la co tangente, 
ou entre la sécante et le cosinus , ibid. 

Le quatre du rayon est égal à la somme des quarrés du sinus et du 
cosinus, ^ . 7 

Le situas de la *omme*ou de la différence de deux arcs est égal au* 
sinus du premier multiplié, par., le cosinus du second , plus on 
moins le sinuadusecond parie cosinus du. premier, le toujt divisé 
par le rayon , ibid. 

Le cosinus de la somme on de. la différence de deux arcs, est égal au 
produit des cosinus de chacun de ces arcs, moins ou plus le pro- 
duit des sinus , le tout divisé par le rayon , ibid* 

De ces expressions on déduit le sinus d'un arc multiple d*un antre, iow 

Étant donné le sinus d'un arc, on trouve le sinus de sa moitié, ibid. 
On appelle supplément d'un arc ou d'un angle ce qu'il faut y 
ajouter, ou en retrancher, pour faire la demi circonférence, on 
deux- angles droits, page la* 
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Le supplément d'un arc a le même sinos <gM cet arc , page i * 
' Ce ne sont pas les valeurs absolue» des sinus qu'on calcule , mais. 

leur rapport avec le rayon, l3r 

La longueur d'un arc est plus grande que celte de. son sinus, et 

moindre que celle de sa tangente, ibid* 

JVote, Les lignes qui sont partout convexes dans' le même sens, sont 

d'autant plus longues qu'elles s'écartent davantage de la ligne 

' droite, .,****; 

Le rapport du sinus à la tangente a pour limite Pnnité, »$ 

Gomment on peut trouver, d'une manière assez approchée, la lon- 
gueur de l'arc qui répond à un sinus très petit, U*& 
JVote. Série qui exprime la tangente par le sinus, i5. 
Le sinus du quart de la circonférence n'est antre chose que le rayon », 
et le sinus du tiers de cet arc est égal à la moitié du rayon, ibid. 
De la division du cercle, > & 
Le sinus delà moitié d» quart au cercle est égal à \ y/ % f i? 
De la construction desTnbleatrigonoméiriqnee^ #"*- 
Leur usage, ao 
Les sinus et les cosinus changent de signe, lorsqu'ils passent dans. 
< le demi-cerclè opposé à celai o* ils se trouvaient d'abord , *j- 
Les tangentes prennent leur signe conformément à leur relation 
avec les émue et cosinus., *6 
Un arc négatif a son sinus de signe conmwe a* celai de l'are positif 
démente grandeur, et son cosinus de même signe r ibUL 
Recherche de diverses relations des lignes trigt.nemétriques, ibid. 
Le rapport de la somme à la diffe'renee des sinus de deux arcs est 
le même que celui des tangentes de la demi-sommeet de la demi-- 
différence de ces mêmes arcs, 3a 
Table des formules, trigooométriques te* plus usitées , 33; 
Dans tout triangle rectangle , le rayon est au sinus d'un âe§ angles 
aigus , comme l'hypoténuse est au cdté opposé à cet angle, 35 
Le rayon est a la tangente d'un des angles aigus, comme leeôtéd* 
l'angle droit adjacent à cet angle est au côté opposé , ibid. 
Comment on calcule pn coté quelconque d'un triangle rectangle- 
quand on connaît les deux autres. , 35 
Bans un triangle quelconque , les sinus, des angles son* entre eux 
comme les cotés opposés x $9 
Rapport entre les côtés d'un triangle et les sinus de ses angles , 4° 
Far la proportion énoncée plus haut , on résont tous les cas d'un 
triangle quelconque, excepté celui dans lequel on connaît deux 
c6u»>etl'angfe. çowpiift, et çejut dans içqujtl on connaît k* trois, 
•cnjéa» 4* 
La somme de deux cotés d'-un. triangle est à leur cMc'renee, cojjnj&e 
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ta tangente de là demi-somme dé* angles opposés & ces coftisr 
est à la tangente de la demi-différence, page 4* 

Comment on trouvtf immédiatement le troisième coté , ifi> 

Le sinus de la moitié d'un angle est c'gal a la racine quarrée du 
produit des différences entre la deûii-somme des trois cotes du 
triangle et cbactom des «Aies qui compvcfnfnent l'angle cherche^ 
divisé par le produit de ces deux côtés , le rayon étant pris pour 
unité , 4^ 

Exemples de résolution de triangles rectangles et obKo^angle*, ifi 
Application de la Trigonométrie à l'art de lever les plans , on dé- 
termination des points situés soit sur un plan, soit dans l'espace h . 
par rapport à une ligne donnée , soit horizontale, soit inclinée r 
qu'on appelle base, 49 

Ifote. Gomment on peut mesurer nn angle , 5o„ 

Ce que c'est que la réduction des angles au plan horizontal , 53 
Détermination d'un point par les angles compris entre les droites 
menées de ce point à trois antres, pris danaîe même plan , 5^ 
Nmte sur le Nivellement , 56 

La différence de niveau de deux points est la quantité dont l'un est 
plus élevé ou plus bas que l'autre , dans h sens perpendiculaire à? 
la surface terrestre , &7 

Ce qne c'est que U différence entre le niteanapparent et le niveau 
réel, 5& 

De ki résolution des triangles par les séries , 59 

CHAPITRE II: 
De là Trigonométrie sphérique. 

Un triangle sphérique est celui que forment, sur la surface de la 
Sphère , trot» grands cercles qu? se coupent deux & deux , 6o» 

Construction- sur laqnellerepose tonte la Trigonométrie *pheViqu*,6F 

Équations qui renferment implicitement toutes les relations qu'ont 
entre elles les six parties d'un triangle sphériqnè , 63 

Ifote* Expression du volante d'un tétraèdre , par les angles compris 
entre ses arêtes , 64~ 

Préparation des éqnatitons précédentes pou* les appliquer immédia- 
tement à ra résolution des triangles sphérique», 65 

Ce qne c'est que lé triangle supplémentm/te , 67 

JVote* Limites delà somme des angles d'ut* triangle sphériqne^ifrni. ' 

Simpfilication des- formulé» pour le cas ofe le triangle* es* rec- 
tangle , 7 1 

Transformadonr des â}oaeroM fonds^aentenet, pour y appliquer 
commodément le calcul âei logarithmes , 7» 

Formules qui renferment toutes tes combinaisons des angles et de* 
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côté* d'un triangle sphérique, P*8t>77-' >B * > -79k 

Formules de JWéper, n§ 

Récapitulation de» formules nécessaires, pour résoudre un triangle- 
sphérique,. 8f 

Observation sur les diverses conditions qui doivent se trouver rem- 
plies pour que les mêmes données, conviennent à un on* à deux 
triangles sphériques, 8$ 

Application de la Trigonométrie sphérique à la réduction des angles 
au. plan horizontal, 8$ 

CHAPITRE III. 

De J! application de E Algèbre à la Géométrie* 

Idée générale de l'application de l'Algèbre a la Géométrie , 87 

Comment l'Algèbre sert pour combiner des théorèmes de Géométrie^ 
pour mettre en équation et pour résoudre les problèmes relatifs, 
à retendue, ibid. 

L'aire d'un triangle est exprimée par la racine quarrée du produit de 
la demi-somme dès trois côtés , multipliée par les différences entre. 
' cette demi'Somme et chacun des cdtés, 9? 

Expression du. volume d'un tronc de pyramide ou de- cône droit à 
bases parallèles, 9a 

Questions du premier et do second degré, dans lesquelles les lignes 
ne sont pas évaluées en nombres, mais sont considérées en elles- 
mêmes , ibid: 
Ce que c'est que la construction des expressions algébriques , 96 
Comment on effectue celle des quanti tes homogènes, qui se rap- 
portent à des lignes , ou du premier degré, ibid. 
Construction des racines quarrée*, 99» 
Ce qu'il faut faire quand la quantité n'est pas homogène, ïpi 
Construction, des racines, des équations du second degré à une seule 
inconnue, ioa-. 
Résolution graphique de ces. équations , io3 
De la signification des signes -f* et — , par rapport aux lignes , et* 
de leur usage dans la résolution des questions, io5 
Tontes les foisjqu'il s'agit de distances. rapportées à un point rixe , 
et comptées sur une ménie ligne ou sur des lignes parallèles , 
celles qui sont affectées du signe — , doivent se prendre dans un . 
sens opposé à celles qui sont affectées du signe «+• , 108 
Remarque sur les signes de la sécante, et no te sur le même sujet, 109 
Analyse complète du problème où il s'agit de mener par un point 
pris dans un angle droit , une ligne dont la partie interceptée entre: • 
les côtés de cet angle , soit de grandeur donnée, 1 10 
Résolution de ce problème par Newton, poor le cas où le point par.* 
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lequel doit passer la ligne de grandeur donnée-, est à égale dis- 
tance des côtés de l'angle droit, , page n6. 
Construction des expressions algébriques qui appartiennent à des 
aires ou à des volâmes, . 1 18 
Idée fondamentale de l'analyse de Descartes , par laquelle on re- 
présente les courbes, au moyen des équations à deux indéter- 
t minées, 190 
Équation d'une ligne droite, ' iar 
" d'un cercle, ia3 
Ce que c'est que les coordonnées , leurs axes, leur origine, ia5 
Comment on distingue par les signes -f* et — , les quatre angles que 
forment les axes des coordonnées, i?6 
Ce que c'est que le lieu d'une équation , et comment s'obtient celle 
d'une courbe quelconque , . ibitt. 
L'équation générale du premier degré à deux indéterminées appar- 
. tient à une ligne droite , iaty 
Il faut deux conditions pour déterminer cette ligne , iag 
Équation d'une droite qui passe par deux poiots donnés , i3o 
Expression de la distance de ces deux points , ibUL 
Equation d'une droite qui , passant par un point donné , serait pa- 
rallèle à une droite donnée , i3 r 
Equation de la perpendiculaire abaissée sur une ligne donnée , par 
un point donné , ibid. 
Note. Sur le signe qne doit porter la tangente de l'angle formé par 
cette perpendiculaire et l'axe des x , . ' ibid* 
Pour trouver le point de rencontre de deux droites qui se coupent , 
, il faut supposer que les coordonnées de l'une soient les mêmes que 
celles de l'autre , i3a 
Expression de la longueur d'une perpendiculaire abaissée sur une 
droite donnée , par un point donné , i33 
Expressions du sinus , du cosinus et de la tangente de l'angle que 
deux droites font entre elles,. i3$ 
Equation générale du cercle, formée en plaçant l'origine des coor- 
données d'une manière quelconque , ' i36> 
Comment on détermine celui qui passe par trois points donnés, 137 
Equations du cereje les plus simples, i38 
Problèmes qui se rapportent à des lignes droites, et comprenant ceux 
des pages 93 et no, 139 
Equation qui donnent la relation qui existe entre, les angles et les 
' côtés d'un triangle, 1^3 
Expression de Taire d'un triangle, au moyeu des coordonnées des 
sommets de- ser angles, 14& 
L'aire d'un triangle ne dépend nullement de sa position par rapport. 
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dut «tts des coordonna ; ou trouve en efret une autre exprès-, 
sion qui ne dépend que des côtes , page ifô 

Équation qtà fait connaître la relation entre les eotés d'un quadrila- 
fère et ses diagonales, t48 

Expression du rayon du cercle circonscrit h un triangle , i fo 

Expression du rayon du cercle inscrit h un triangle , 1 5 1 . 

Si dans l'intérieur d'un triangle équilatéral on abaisse une perpen- 
diculaire sur chacun des côtés de ce triangle, la. somme de ces li- 
gnes sera égaie à sa hauteur,, ï5a\ 
En? combinant le* équations dé fe «faite et dn cercle , on détermine 
les- propriétés résultantes' de la rencontre de ces. lignes, ibid. 
Application de l'équation qni résulte de cette combinaison, à la re- 
cherche de pfosienrs théorèmes deGéométrie, i54 
Détermination analytique des tangentes' menées an cercle par uq. 
point extérieur, et par nn point de sa circonférence , i5a- 
Comment on trouve la position que doit avoir une ligne menée par 
un point donné, pour que sa partie comprise dans un cercle 
doonc, sort atresi donnée, - i5&< 
Equation générale des courbes du second degré , t6o . 
Leurs diamètres, 16»: 
Simplification de l'équation quand on la rapporte à ces lignes , ibid. 
Examen des valeurs que peut prendre Pexpressioa générale des or- 
• données dans le cas où la quantité m est positive , - 163: 
€* que Vestqne le centre delà courbe', 16& 
Construction et forme de la courbe relative à Ce cas , 166 
Elle se réduit à un point, avant de devenir imaginaire, 167 
Examen du cas où /» est négative, t6& 
Dans ce cas , la courbe a encore un centre , ibid. 
Coostroctiuwet forme- de la courbe , 169- 
Quand la courbe se réduit à deux droites, qui sont en général Mes. 
asymptotes, *?* 
Examen du cas on ra=o , i^3 
Forme et construction de ha courbe , ibid* 
Rapprochement des équations des trois courbe» reconnue» précé- 
demment ; k première se nomme eMipsc, la seconde hyperbole , 
et la troisième parabole , 174 
Examen da cas dans lequel le» quarrés des coordonnées manquent 
tons deux dans l'équation , 17& 
Ce que sont les diamètres conjugués, 178 
Transformation des coordonnées d'une courbe , 179 
Note. Sur l'emploi des angles dans ce* formules , i85 
Application de cette transformation à l'équation générale du second 
degré, pour la ramener aux axesées couches qu'elle représente, i6> 
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iPimière transformée, p*ge 189 

Détermination de ses coefficiens et des cas q n'ellc embrasse, 191 

Deuxième transformée , comprenant l'autre eae de l'équation fléne* 
raie, !# 

Ces deux transformées ne donnent que les trois formes déjà remar- 
quées (page 174)9 1» première transformée comprend 1'elKpsc , 
dont le cercle est un cas particulier, et l'hyperbole, rapportées à 
leurs axes , to5 

Ce qu'on entend par le second axe et Y axe transverse, dans l'hy- 
perbole, 197 

Ce que c'est que Yhyperbole équilatère , ioû£ 

La seconde transformée convient à la parabole , ibi<L 

Equation à trois termes dans laquelle la parabole se trouve aussi 
comprise et rapportée à son axe, *9& 

L'élii pte et l'hyperbole ont deux sommets , ïbid- 

La parabole n'en a qu'un et n*a point de centre , iottl. 

application des transformations précédentes, par laquelle on recon- 
naît que l'équation du second degré où les quarrés des coordonnées 
manquent tons deux, appartient & une hyperbole dont on déter- 
mine les axes , de grandeur et de position , 199 

lyotè. Sur F équation de l*nyperbole par rapporta ses asymptotes , 
déduite de l'équation générale du deuxième degré, 900 

Trouver l'équation d'une courbe telle , que si Ton mène de chacun de 
ses points a deux points fixes, on foyers , des droites, là somme 
de ces lignes , que l'on nomme rayons vecteurs , soit constam- 
ment égale à une ligne donnée , aôt 

Cette courbe est l'ellipse , sa construction par points, et moyen 
mécanique pour la décrire par un mouvement continu , aoa 

Ce que c'est que Vexcenfricité, 20$ 

Autre construction de l'ellipse par points , ibid. 

JYote. Expressions algébriques des coordonnées dans cette construc- 
tion, ao5 

Trouver l'équation de la courbe dans laquelle la diflUrencedes rayons 
vecteurs est égale à une ligne donnée, 1 ibicL 

Cette courbe est l'hyperbole; sa construction par pointa, et moyen 
mécanique pour la décrire , aoS 

Trouver l'équation d'une courbe telle , que chacun de ses point* 
soit autant éloigné d'une droite donnée de position , que d'un 
point fixe ou foyer aussi donné de position , 307- 

Cette courbe est la parabole ; sa construction par point» et sa des* 
cription par nn mouvement continu , ibid, 

Problème général qui conduit successivement à chacune dès courbes 
du second degré , rapportées à leur directrice, aoâ 
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Equations de» courbes du second degré, rapportées 'va-parur- 
mètre 9 page 210- 

Dans l'ellipse et l'hyperbole, le paramètre est une troisième pro- 
portionnelle aux deux axes, et il est aussi la double ordonnée 
menée par le foyer, aia 

DansvTelljjpse et l'hyperbole, les quarrés des ordonnées sont entre 
eux comme les produits des abscisses correspondantes., et dans la. 
parabole, comme les abscisses- correspondantes , ai 3 

Application de la transformation des. coordonnées à la recherche 
des diamètres conjugués , ai£ 

Un- diamètre quelconque étant donné, trouver la position de son 
conjugué, 319 

La somme dcs.quarré» des demi«diàmètres conjugués dans l'ellipse , 
ou leur différence dans l'hyperbole, est égale à. la somme des 
quarrés des demi-axes , ou à leur différence , . a?4 

Les parallélogrammes construits sur des, diamètres conjugués , soit 
de l'ellipse , soit de l'hyperbole, sont tous équivalens au rectangle 
des axes , aa6 

Equations qui font trouver .les demi-axes, lorsqu'on connaît les 
demi-diamètres conjugués et l'angle qu'ils forment v . ibid. 

Dans une ellipse quelconque, il y. a deux diamètres conjugues, 
égaux , ibid, . 

Tout système de lignes propre à déterminer les points d'une courbe ^ . 
pent en fournir une équation caractéristique , aa7 

Exemple tiré de l'ellipse, aa8 

Equations polaires de cette courbe,, de l'hyperbole et.de la para- 
bole, aagj 

Equation polaire qui les comprend toutes trois ,. a3o 

Démonstration de l'identité' des courbes du second degré avec les,, 
sections faites dans un cône par un plan, et ce qu'on entend par 
la section anti -parallèle , a3 1 

Détermination des lignes droites qui coupent ou qui touchent les 
courbes du second degré > a37 

Expression de la tangente de, l'angle que doit faire avec l'axe des 
abscisses une droite, pour toucher une courbe du second degré, 339 

Expressions de la soutangente dans chacune des courbes du second 
degré, *4<> 

Dans la parabole , la soutangente est double de l'abscisse, n$i 

Construction de la tangente à l'ellipse , ibid. 

Expressions des normales et sounormales pour toutes les courbes, 34* 

Expressions des soutangentes, tangentes, sounormales et normales, 
particulières aux courbes du second degré , a43- 

Détermination synthétique des tangentes aux courbes du second 
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degré, page «44 

Relation des angles que la tangente forme avec les deux rayons rec- 
teurs, dans l'ellipse et l'hyperbole, et avec le rayon vecteur et 
une parallèle à l'axe, dans la parabole , *45 

«Chaque branche de l'hyperbole demeure totrjours*renfermee entre les 
côtés d'un certain angle , sans jamais pouvoir les atteindre , ï/jjS 
Equation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes , 248 

Ce que c'est que la puissance de l'hyperbole , ?5o 

Si l'on mène une droite quelconque par un point de l'hyperbole , 
les parties de cette droite , interceptées entre chaque branche de 
la courbe et son asymptote , sont égales' entre elles , ibid. 

Construction de l'hyperbole , par points , lorsqu'on a les asymp- 
totes et un point, *5i 
Des hyperboles conjuguées , " 262 
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TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

DE 

TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE 

ET SPHÉRIQUE, 
ET D'APPLICATION DE L'ALGÈBRE 

A LA GÉOMÉTRIE. 

h—'tw' "■"!■■ i "i" tSBsssssss scssssssasssssssseaasssssssssSamm 

CHAPITRE PREMIER. 

De la Trigonométrie rectiligne. 

u Dans un triangle rectiligne, il y a six choses à 
considérer, savoir, trois angles et trois côtés; mais il 
suffit de connaître un certain nombre de tes diverses 
parties pour déterminer les autres. Il suit en effet des 
propositions démontrées relativement aux triangles 
égaux , que Ton peu* toujours construire un triangle 
lorsqu'on connaît trois des six choses qui le constituent, 
et que , parmi les choses connues , il se trouve au moins 
un côté. Pour ne rien laisser à désirer sur Ja théorie 
des triangles , il faut pouvoir appliquer le calcul aux 
constructions géométriques , parce que l'exactitude de 
ces dernières est limitée par l'imperfection des inatru- 
Trigonométrie* 7 e édition, 1 
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mens, tandis que rien n'arrête le calcul, qu*on est 
toujours maître de pousser jusqu'à tel degré de préci- 
sion qu'on veut. Tel est l'objet qu*on se propose dans la 
Trigonométrie rectiligne . 

Ceux qui ont entrepris les premiers de développer, 
par une suite d'opérations numériques , ou par des for- 
mules algébriques, les relations qu'ont entre elles les 
différentes parties d'un triangle , ont dû se trouver ar- 
rêtés par la difficulté de faire entrer dans le calcul la 
grandeur des angles , qui , mesurés par des arcs de cer- 
cle, ne peuvent être facilement comparés avec les lignes 
droites : mais ils ont bientôt reconnu que s'ils pouvaient, 
par un moyen quelconque, calculer Une suite de trian- 
gles dont les angles eussent toutes les valeurs possibles , 
cette suite en renfermerait nécessairement un qui serait 
semblable au triangle que l'on aurait à déterminer, quel 
qu'il fût; et qu'alors de simples proportions suffiraient 
pour déduire les parties du second de celles du premier. 
L'exemple suivant éclaircnra ee que ces notions peuvent 
avoir d'abstrait. 

Fig. i. a. Je suppose que , dans le triangle ABC,fig. i re , on 
connaisse l'angle B , l'angle C et le côté BC : on cher- 
chera dans la suite des triangles calculés , celui qui a 
deux angles b et c respectivement égaux aux angle» 
B et C; il sera nécessairement semblable au triangle 
proposé ABC \ et puisque toutes ses parties ab f ac à bc> 
sont connues , on aura les proportions 

bc : ab :: bc:AB 9 bc : «c :: bc : ac, 

dans chacune desquelles les trois premiers termes sont 
donnés. On trouvera par conséquent 

• BCXab jn BCy^at 

bc bc 7 

et comme on à d'ailleurs A^=a, toutes les parties dq 
triangle ABC seront déterminées. 
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5. Maintenant qu'on voit le parti q«*on petit tiret 
d'une suite de triangles faits sur tous les angïes possibles, 
#t dont les côtés seraient calculés , il est nature) de cher- 
cher les moyens de former une pareille sotte. Pour comi* 
dérer d'abord le cas le plus simple, je suppose que les 
triangles qu'on se propose de déterminer soient rectan- 
gles ; il est facile de voir qu'on pourra les construire tous 
dans un quart de cercle, en abaissant de chacun des 
points de Tare AB ,Jlg. a , des perpendiculaires" HP , fig. % m 
M r P f t M t P" > etc., sur le ra)'on AC % et tirant les rayons 
MC, 9fC t M*C f etc.; les triangles MPC, WI»C % 
M" P* C , etc., formés ainsi, seront rectangles ert 
P, /",P", etc., etles angesMCP, 3TCP", WCP\ etc., 
auront successivement toutes les valeurs possibles ; enfin 
Jes angles CMP,C3fP r 9 CWP\ etc. , qui, avec les* 
précédens , forment un angle droit , seront aussf tels que 
Fexige la nature des triangles rectangles , et il ne satu- 
rait exister de triangle rectangle qui ne sort pas éqiriangle 
avec quelqu'un de ceux que fournit la Construction pré- 
sente. Il est à propos de remarquer que ces derniers ont 
tous une même hypoténuse, égalé au rayon de Yét&AB. 

4. On peut encore former une suite de triangles rec- 
tangles , ayant tous un des côtés de Fangîe droit égal an 
rayon du cercle ; il suffit, pour cela , d*élever là tangente 
indéfinie AT, à l'extrémité dit rayon AC, ei de mener 
par le centre Cet par les points M y W M*, etc., les sé- 
cantes €N, CN, CN", etc. H est évident que les trian-' 
gles CAN, CAN', CAN", etc., auront successivement 
toutes les combinaisons d*angles qui peuvent exister 
dans un triangle rectangle ; et parmi ces triangles , fl 
s'en trouvera nécessairement un semblable à tel triangle 
rectangle qu'on vouera. 

5. Dans les triangles CPM , CPMt, CP*M\ etc., 
dont l'hypoténuse ne change pa3, les côtés PM % P'ffl à 

1. . 
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4 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

P n M n , etc., qui croissent en même temps que les angle» 
ACM, ACM , ACM" f etc. , et que les arcs AM , AM', 
A M" > etc. qui mesurent ces angles , ont reçu un nom à 
cause de cette dépendance : la ligne PM s'appelle le 
sinus de l'arc AM\ la ligne PM' est de même le sinus de 
l'arc AM ', et ainsi des autres. Il suit de là que le sinus 
d'un arc est la perpendiculaire abaissée de Tune des 
extrémités de cet arc , sur le rayon qui passe par l'autre 
extrémité. Les lignes CP, CP, CP", etc., qui diminuent 
lorsque les arcs AM, AM , AM" y etc. , augmentent, 
sont respectivement égaies , comme parallèles com- 
prises entre parallèles, aux perpendiculaires MQ,M' Q' 9 
M"Q", etc. , abaissées des points M, M, M", etc. , sur 
le rayon CB , perpendiculaire au rayon CA\ et il 
est évident que les lignes MQ , M'Q' , MQ" , etc., 
«ont, par rapport aux arcs BM, BM, BM", etc., ce 
que sont PM, PM' , PM" , etc. , par rapport aux 
arcs AM, AM , AM", etc. , et que par conséquent MQ 
est le sinus de BM, M'Q' celui de BM f , M"Q" celui 
de BM", etc. 

Deux arcs qui, pris ensemble ou soustraits l'un de l'au- 
tre , donnent le quart de la circonférence, sont dits corn- 
plémens l'un de l'autre. Les arcs BM ', BM f , BM", etc., 
sont respectivement les complémens de AM , AM , 
AM", etc.On a désigné les lignes MQ, M'Qr } M"Q", etc., 
ainsi que leurs égales CP, CP , CP", etc., sous le nom 
de cosinus des arcs AM, AM', AM", etc. D'après ces 
notions, te cosinus d'un arc quelconque est le sinus du 
complément de cet arc, et est égal à la partie du rayon 
comprise entre le centre et le pied du sinus. 

Les triangles rectangles CPM, CPM, CPM", etc., 
qui ont tous une même hypoténuse, sont donc formés 
par le rayon dn cercle , et par le sinus et le cosinus 
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de celui de leurs angleà aigus qui a son sommet au 
centre (*). 

6, Je passe aux triangles CAN , CAN, CAN", etc. 
-Leurs hypoténuses sont les sécantes des arcs AM, AM' 9 
A M", etc. , parce qu'on nomme, sécante d'un arc le 
rayon mené par une des extrémités de cet arc , et pro- 
longé jusqu'à la rencontre de la tangente menée par 
l'autre extrémité. Les portions AN , AN, AN", etc., 
prises sur la tangente AT , sont tes tangentes des arcs 
AM, AM! , A M" , etc., parce que Ton est convenu d'ap- . 
peler tangente dun arc la partie qu'interceptent , sur 
la tangente menée par l'une des extrémités de cet arc , 
les deux rayons qui le terminent (**). 

7. Si , par l'extrémité B de l'arc AB,Jlg. Z, on mène Fig. 3. 
la tangente Bn prolongée jusqu'à ce qu'elle rencontre 

la sécante CN , la ligne Cn est la sécante de l'arc BM t 
complément de AM, et se nomme la cosëcante de A M; 
la lie; ne Bn, tangente de BM , est la cotangente de AM, 
parce qu'on appelle cotangente et cosécante d'un arc, 
la tangente et la- sécante de son complément. La cotan- 
gente et la cosécante, comme on voit, ne font pas partie 
des mêmes triangles que la tangente et la sécante , ainsi 
que cela arrive pour le sinus et le cosinus. 

$. Les tangentes et les sécantes ont, avec les sinus et 

(*) La partie AP du rayon AC , comprise entre le pied du sinus 
et l'extrémité' de Tare, se nomme sinus verse. Cette ligne, d'ailleurs, 
n'est d'aucun usage dans la Trigonométrie élémentaire. 

(**} On voit ici les mots sécante et tangente , pris dans un* ac- 
ception différente de celle qu'on leur donne dans les Elémens de 
Géométrie. Dans cette partie des Mathématiques, la sécante et la 
tangente sont des droites indéfinies, dont Tune coupe le cercle, et 
l'autre le touche; mais en Trigonométrie, les mêmes dénominations 
s'appliquent toujours à des lignes d'une grandeur déterminée : quand 
il peut y avoir équivoque, on appelle ces dernières tangentes et sé- 
cantes trigonométriques. 
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les cosinus des relations très simples, au moyen desqnelle* 
bn peat trouver les unes lorsqu'on connaît les autres. Les 
triangles CPM et CAN étant semblables , donnent 

PM\t C Â 
CP \PM.\CA\ AN, d'où Ion tire AN—^~—} 

mettant, au lieu des lignes CP, PMet AN, leur désigna- 
tion, savoir : cos AM > sin ^JKf et tang AM, et représen- 
tant le rayon CA par R } on aura tang AM=z 7*7" • 

Des mêmes triangles CPM et CAN, on déduit aussi 
CP lCM::C4:CN > ceqmçonàvdUCN—^~^ ê 

mais CN=sêcAM,CM = CA=R 9 CP=cosAM: 

R % 

donc 9êcAM= -t=^. 

cos A M 

9. Si Ton compare entre eux les triangles CAN ef 
CBn, qui sont encore semblables , puisqu'ils sont tous 
les deux rectangles , et que l'angle ACN = CnB M 
comme alternes internes par rapport à la sécante ÇN+ 
on aura la proportion 

an : ca :: c* ou ca : Bn , 

qui donne 

"CA R? 

Bn = -jjr T% ce qui revient à cot A3f= • 



£$#£ proportion , et celle qui a été trouvée pour la 
sécante , font voir que k rayon est moyen proportion- 
nai entre ta sécante et te cosinus , entre la tangente et 
ta cotangentp, puisqu'on a 

cos AM X sec AM = R\ tang AM X cot AM = R\ 

to. Avec ce qui précède , i\ ne manque plus , pour 
être en état de construire les tables nécessaires à la 
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TrigoaométrU^ue de connaître les moyens <de calcule): 
les sinus «i les cosinus seulement. Le cosigna mètre «0 
déduit immédiatement du rions - f car le triangle reo- 
jtangle CPM , qui les contient l'un et l'autre, et qui fi 
peur hypoténuse le rayon, donae 

PM + CP = CM ou (sin AM)*+ (cos ^2tf) a =S% 

c'est-4-dire, que le quarté du rayon est égal à la somme 
des quartés du sinus et du cosinus; d'où il suit 

cos AM — \/R*-~i*mAMy. 

La proposition suivante , qui donne l'expression dit 
sinus et du cosinus de la somme ou de la différence de 
deux arcs, mérite la plus grande attention, parce qu'elle 
renferme implicitement toutes les propriétés des sinus 
«I des casino*. 

1 1 • Soient deux arcs quelconques a et h; on aura 

. m , , N sin a cos b ± sinb cos a. 
sm (a ±:b) = ^ , 

, , ' cos ^ cosh rr sin a sinb 
cos&±b)= ^— % 

Pour le prouver, je prends sur Le cercle AMlf, fig. 4» Fig. 4 
l'arc AM=a; je porte de chaque côté du point ATle* 
arcs JflV et MN' t égaux à 6; je tire la corde A T N' ; 
des points N , M , N' , j'abaisse sur le rayon AC les 
perpendiculaires A 7 Ç, ATP, A r 'Q'; par le poiat M , 
je mène le rayon MC, et du point £, où il rencontre 
la corde tVTY ', j'abaisse sur A€\a perpendiculaire Bf\ 
par les points E et N f je mène les droites ED, &'G pa- 
rallèles à AC. 

€ela fak , je remarque, i°. que NQ est le «nus 4# 
rarc^iV=r^Jf + MjV==(2 + *, et que CQ est le 
cosinus du même arc ; a*, que iVÇ' est le sinus de 
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Y*xcAN' = AM— MN r =a— ft,etque CQ' en est le 
cosinus. Mais la corde NN' étant nécessairement par- 
iagée en deux parties égales au point E, puisque le 
rayon CM passe par le milieu de Tare NN' , d'après 
la construction , il suit de la similitude évidente des 
triangles NED , NN'G, que NG est aussi divisée en 
deux parties égales au point D, et que DNtzzDG. 
De p\w 9 DQ = EF, GÇ = iV'Q'> DE=FQ , à 
cause des parallèles ; et comme DE est la moitié 
de N'G, FQ sera la moitié de Q'Q\ en sorte que 
Q'F= QF = £>£ ; enfin 

N Q =DQ + DN=EF+ DN , 
iV'Q'=GQ = Z>Q — Z>G = £F — JWVT, 
CQz=CF*-FQ=CF — DE, 
CÇ'= ÇF + FQ'= CF + DE. 

Mettant pour NQ, N'Q', CQ, CQ' , leurs désigna- 
tiond respectives , savoir , 

sin (a-f-6), sin (a— b) , cos (a + i) , cos (a— i) , 
fai 

«in (a + b) = EF+DN, cos (a + ft) = CF—DE, 
sin (a— i) = £F— Z>iV, cos ( a — A) = CF + D£; 

et il ne reste plus qu'à calculer les quatre lignes EF, 
CF, DNetDE. 

Les deux premières s'obtiennent par les triangles sem- 
blables CMP et CEF y dont on tire ' 

cm : pm :: ce : ff, Ciif : cp :: cf : cf. 

Or, puisque AMr= a » j'ai PM = sin a, CP= cos a ; 
il suit aussi des définitions du sinus et au cosinus (5) * 
que EN est le sinus de l'arc MN, que CE en est le co- 
sinus , et que par conséquent FiV= sin b , CF=cos 6 ; 
d'ailleurs CM=zR: substituant ces valeurs dans les, 
proportions ci-desan*, je trouve 
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EF 



CF= 



Dfc TRIGONOMÉTRIE. 
PM^CE sinacosfr 



CM ~ R 

CP X CE cos a cos S 

CM ~ R ' 



Je compare ensuite les triangles CMP , DEN, qui 
eont semblables , parce que les côtés du second sont 
N perpendiculaires à ceux du premier, et je déduis de cea 
triangles , 

cmien:: cp:dn, cm:EN::pm:de. 

Substituant aux trois premiers termes de chacune de ces 
proportions, leur désignation rapportée ci-dessus, elle» 
donnent 

DN _ ENXCP _ sin bcôsa 
CM ~ R * 

n „ PMXEN siriasinfc 
DE = — CM— =— R" ' 

Réunissant ces valeurs aux précédentes pour former 
celles de sin (a + £) et de sin (a — £), de cos (a + è) et 
de cos Ça — b), il vient les quatre équations 

- / • in sin a cos b +$mb cos a 
«m (a + b) = -L § 

. - Lx sin a cos b — sin b cos a 
sin (a — b) = r 



cos (a+i)= 



R 

cos a cos b — sin a sin b 



cos (a— b) = X ^ 
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i » 

qui se réduisent aux deux qui composent l'énoncé de la 
proposition {*). 

Avec ces équations , on peut trouver le sinus et le 
cosinus d'un arc double , triple, et en général multiple 
de celui dont on connaît le sinus et le cosinus. En effet > 
si Ton prend successivement b = a , b = 2a, on aura 

a sin a cos a 
sin 2a = g , 

cos a a — sin a* 




R 

sin a cos 2a + sin 2a cos a 

poeacos aa — sincsi» sa 
"S 5 

et on tirera des deux demi ères équations sin 3a et cis 5a, 

lorsque sin sa et ces sa seront calculés. 

T , r ,. . , a sin a cos a , . 

12. L équation sut aa== £ , conduit aussi 

du sinus d'un arc a à l'expression du sinus de sa moitié, 

sa valeur 

2 sin a \/R* — sin d 



Si l'on remplace cos a par sa valeur \/R % -~- sin a a (**)> 
il vient alors 



«naa 



» 



(*) Dans la figure , on a pris -des arcs tels, que leur somme est 
moindre que le quart de la circonférence; mais il ne serait pas diffi- 
cile d'approprier la construction -au* antres cas , et il n'en résulterait 
dans les formules ci-dessus que des changemenc de signe conformes 1 
aux lois qui seront reconnues ci-après (aa e4 suiv.). Cependant afin 
de ne rien laisser fe désirer sur ce sujet , j'ai rapporté à la fin de l'ou- 
wage, dans la 'note A, un- procédé ponr obtenir les mêmes formules 
d'une manière moins dépendante des circonstances de la figure. 

(**) Le lecteur est prévenu que dorénavant je désignerai lequarré 
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et «n élevant an qnarcê , on trouve 

R* sin 2a a =4R ft sin a a — 4 sin a*; 
.prenant sin a pour l'inconnue dans cette équation qui 
peut se résoudre à la manière de celles du second degré, 
on obtient 



Si Ton fait aa = et , on aura # = f a' , et par conséquent 

sin|a' = :±: V^R^T^V^— wn7% 
ou 8i»ia —db-i V/âS a ±fl^cosa', 
en mettant cos cl* au lieu de H* — sin a'*(io)., en multi- 
pliant les quantités sous le radical par 4 > ^ eB divisant 
au -dehors par s , ce qui ne change rie» à l'expression. 
Telle est la formule qui donne Je sinus de la moitié d'un 
arc* lorsqu'on a celui de cet arc. 

i3. On peut arriver à ce résultat par une construction 
très simple. 

Si l'qa mène le rayon CN qui divise F arc AM f fig. 5, *>&• 5 * 
en deux parties égales, la corde AQM se trouvera éga- 
lement divisée en deux parti es égales, et QM sera le sinus 
de MN ou de la moitié de AM \ le triangle AMP* rec- 
tangle en P y donnera 

AM=VJW+ZÏP', 

4t emraie AP = AC~-CPz=zR—co& AMz=z R — * cas a', 
que d**ÏBewrs f?Af=5=sin AM^z *ia «*, oa aura 

^^f = |^sin a' a -H/ï a — cftcos*'-*- cos«F=: V^iî— sïîcosa', 



dii «buis Je l'ace .a car sin « » , cspr«aioa qmUl ne 6rat p*s prendre 
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à cause que sin a' fl -f-cosa'*=/l a (10), et on en dé- 
duira 

QM=Ï AQM=z\ {/aR*—aRcosa'. 

On ne trouve de cette manière que la deuxième 
valeur de sin 7 d : l'autre est M Ç' -, car l'arc MN'A' , 
qui compose, aVec l'arc AM, la demi-circonférence, a 
aussi pour sinus PM , puisque cette ligne est bien en 
effet la perpendiculaire abaissée de l'extrémité M sur 
le rayon CA' qdi passe par l'autre extrémité (5); et rien 
dans 1 équation d'où l'on est parti , ne faisant connaître 
lequel de ces deux arcs on se propose de diviser, on 
doit trouver en même temps le sinus de la moitié du 
premier et celui de la moitié du second. Suivant la 
construction, on aurait 

A'M= VpM*+ JTp = \/pM+ (A'C + CPy 
= v/sina /a + (/î+C03a') a 
= {/sin a /a + R % + 2iî cos d + cos a'* 
= \/ nR* + 2R cos d , 

et par conséquent 

MQ'—sm\d=x\ V^fl* + *& cos a'\ 

résultat qui est la première valeur de sin \ d. 
v II faut bien observer que , quoique sin a' soit- le même 
dans les deux valeurs de sin \ d f l'arc d est différent ; 
pour l'une d'elles , cet arc est A M, et pour l'autre A'M , 
qui est le supplément de AM, car on enteftd par le 
supplément d'un angle ou d'un arc, ce qu'il faut ajouter 
à cet angle ou à cet arc pour en faire deux droits , 
ou la demi-circonférence* On conclura aussi de ce qui 
précède, que le sinus du supplément d'un arc est te 
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même que celui de cet arc. Je donnerai plus loin des 
notions générales sur les difFérens arcs qui peuvent avoir 
le même sinus , la même tangente , etc. ^£*P 

i4* H suit de ce qui précède, que le sinus d'un arc 
quelconque AN est la moitié de la corde A M de l'arc 
double ANM , et que la corde AM est le double du 
sinus de Tare AN, moitié de ANM', de manière qup 
lorsque les sinus sont connus, on en déduit les cordes , 
et vice versa. 

i5. Ce ne sont pas les valeurs absolues des sinus 
que Ton a besoin de calculer, mais seulement leur 
rapport avec le rayon , puisqu'il suffit, de connaître 
dans tous* les triangles CPM, CPM' , etc. ,Jlg. a , lea Fig. a? 
rapports que les côtés ont entre eux. On peut en con- 
séquence , pour plus de simplicité , prendre le rayon 
pour unité, et exprimer les sinus PM, PM', etc., en ' 
parties décimales de cette unité , ou , comme on le faisait 
autrefois , supposer ce rayon divisé en 100 ooo parties. 
16. Il est à propos d'observer que la longueur d'un 
arc est toujours moindre que celle de sa tangente , et 
plus grande que celle de son sinus. En effet , si on 
prend au-dessous du rayon AC , Jig. 6 , l'arc A HP = * 1 S* ** 
AM , que l'on tire de la corde MM' , et que Ton mène x 
les tangentes MT, M' T , il est facile de voir que ces. 
tangentes doivent rencontrer toutes deux le rayon AC 
dans un même point, puisque les triangles CMT et 
CM'T, sont égaux. Les lignes MTet M'T étant égales 
aussi bien que les lignes PM et PM' , et les arcs A M et 
AM', on aura 2 AM <^aMT et *AM> aPM, parce 
que la longueur d'un arc de cercle est comprise entre 
celles des portions correspondantes des polygones in- 
scrit et circonscrit [Géom. i5i] (*) *, et l'on en con-* 
c\vlx2lAM <M7', AM> PM. 

(*) La proposition rappelée ci-dessus est un cas particulier de 
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Je fêtai remarquer à cette occasion, que le rapport 
entre la tangente et le sinus d'un are tend sans cesse 
vers l'unité , à mesure que Tare diminue; en effet, de 

sin a M . bin a 

tanz a = » on tire = cos a \ et comme 

6 cos a tang a 

cos a approche sans cesse de l'unité , il s'ensuit que la 
tangente et le sintra approchent aussi de plus en plu9 
de l'égalité, parce que la limite {Alg. a34) de leur 
rapport est l'unité. 

17. Il suit évidemraentdelà,quesila valeur de latan- 
gente et celle du sinus d'un petit arc AM , ne diffèrent 
point dans un certain nombre de leurs premiers chiffres ; 
ces mêmes premiers chiffres donneront aussi une va- 
leur approchée de Tare. En prenant, par exemple, 
JW=: 0,0001 , on trouve 

CP—vTM--PM~ 0,999999 995, 

CM^C PM r> 

et MT= Çk — =0,000 100 000 000 5, 

valeur qui ne diffère de PM qu'au treizième chiffre ; 



cette autre : Les lignes qui sont partout convexes dans le même 
sens sont d'autant plus longues qu'elles s'écartent davantage de 
Fig. n la liene droite. En effet, si l'on mène à la ligne courbe A CB,fig. 7, 
intérieure à la courbe AMB, une tangente DE, cette tangente sera 
plus courte que Parc DM E , et on aura ADEB < AM B. Tirant 
ensuite par les points H et L, intermédiaires entre A et C, Cet B, les 
tangentes FG, IK, on formera une nouvelle ligne brisée AFGIKB, 
qui sera moindre qne la première, puisque FG<FD + DG f 
jK <^ JE -+■ EK. Il est évident que l'on construira de la même ma- 
nière une suite indéfinie de lignes brisées qui iront sans cesse en di- 
minuant à mesure qu'elles approcheront de se confondre avec la 
courbe ABC, qui sera donc non-seulement plus petite que AMB, 
mais encore que toutes les lignes brisées dont o* vient de parler. 
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on peut donc prendre ce nombre pour la râleur de 
l'arc AM exprimé en parties du rayon (*). 

18. Pour appliquer les formules des n os 10, n et ia, 
il faut connaître an moins te sinus <fc l'un des arcs com- 
pris dans le quart de la circonférence^, or il y a deuxdfc 
ces arcs dont le sinus est facilement connu, savoir, ce 
quart et son tiers. En effet , le sinus du quart de la 
circonférence ri est autre chose que le rayon, et le sinus 
du tiers de cet arc est égal à la moitié du rayon. 

La première de ces valeurs est évidente parla figure a ; 
et la seconde résuhe de ce que le côté de l'hexagone 
inscrit , est égal au rayon (Géant. 146). Cecôté,yîg. 8, Fig. 8. 
étant la corde du 3 de la demi-circonférence , donne 
par sa moitié le sinus du 3 du quart de cette circonfé- 
rence (14) • 

Ea partant du quart même , la formule 



siû ia'=i \/sR' — 2JR cos a' 

donne le sinus de la moitié de cet arc , puis celui de la 
moitié de cette moitié ou du quart , et conduit à toutes 
les fractions comprises daus la suite 

z> 4* t> T?> 3»> €lC# 



(*) La même chose se prouve en réduisant en série l'expression de 

■^ ~* sin a 8 'n« .0 X 

ht tangente. En effet, on a lang a = = ■ ,... =- {o,*o)i 

cota l/f-^sintf» 

mais — - =rsina(i — sinfl 8 ) *; développant la dernière 

|/i — sin«i a 
quantité, par la formule du binôme r on trouvera 

tang a = am a*f» J sin a 3 -h | sta a f -f- etc. 

H est évident que tant que sin a sera une petite fraction décimale, 
le terme j sin a 3 ne pourra influer que sur les derniers chiffres de 
l'expression de tang a, et que dans les premiers on aura tang a = sin a. 

Pour sin a = 0,0001, on a ± sin a s = o^ooo 000 000 000 5 ,. rciul- 
tat qui ne peut changer que le treizième chiffre. 
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La même formule , lorsqu'on part du tiers du quart 
de la circonférence, détermine successivement le sinus 
des fractions 

"£> ia> Ô4» Tf* 9*6 > cu "> 

de ce quart. 

On y oit par là que s'il était divisé en un nombre de 
parties égal à quelqu'un des dénominateurs des fractions 
ci-dessus , on trouverait directement le sinus de chacune 
de ses parties , et on en formerait une table , en les 
inscrivant à côté des arcs auxquels ils appartiennent ; 
mais il n'en est pas ainsi : les astronqmes Indiens seuls 
paraissent avoir divisé le quart de la circonférence en 24 
parties, pour en calculer les sinus (*). Un usage très 
ancien, et ensuite d'autres raisons, ont fait adopter des 
divisions différentes des progressions indiquées ci-dessus. 

19. On divisait autrefois la circonférence entière en 
36o parties qu'on appelait degrés; on subdivisait ensuite 
chacun de ces degrés en 60 parties appelées minutes , 
chacune de ces minutes en 60 parties appelées secondes, , 
chacune de ces secondes en 60 parties appelées tier~ 
ces, etc. La marque des degrés est le caractère ° placé 
à la droite du nombre et au-dessus , celle des minutes ', 
celle des secondes *, celle des tierces *, etc., en sorte 
que 4^° 3i' 14* 5" signifie 4 2 degrés 5i minutes 14 se- 
condes 5 tierces. 

Puisque dans la mesure des angles on n'a aucun égard 
à la valeur absolue des arcs , mais seulement à leur 
rapport avec la circonférence entière, il semblerait 
fort naturel de la prendre pour l'unité , et d'exprimer 
les arcs par des fractions, soit quelconques , soit déci- 
males. Cependant quelques considérations particulières 
ont déterminé les Savans chargés de la réforme des poids 

(*) Voy. Y Histoire de l'Astronomie ancienne, par M. Delam- 
bre, T. I,p, 456. 
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et mesures, à prendre l'angle droit pour l'unité des an- 
gles, et par conséquent le quart de la circonférence , ou 
le quadrant, pour l'unité des arcs. Ils l'ont divisé en cent 
parties égales qu'ils ont nommées grades , et qu'ils 
ont substituées aux anciens degrés ; puis chacun de ces 
grades en cent parties égales. Ces dernières divisions 
remplacent les minutes, et peuvent être subdivisées 
autant qu'on le voudra, suivant la progression décimale. 
En employant dans le cours de cet ouvrage la nou- 
velle division du cercle , j'exprimerai les arcs par des 
nombres décimaux écrits à l'ordinaire ; mais je placerai 
au-dessus du chiffre des unités , et à droite , la lettre * , 
pour désigner que l'unité est le quart delà circonférence 
et pour empêcher qu'on ne confonde les mesures d'arcs 
avec les autres nombres ; o*,435, par exemple, représen- 
tera l'arc égal à fâfe ou -$*& du quadrant, et sera par 
conséquent composé de 43 grades et 5o minutes (*). 

ao. Le rayon du cercle sur lequel on se propose de 
construire les tables étant 1 , et sa circonférence étant 
désignée ordinairement par asr , le sinus de AÈ y jig. 9, Fîg. 9. 
ou sin 5?r = 1 ; on a d'ailleurs cos j»=o: faisant donc 
a'=i5r, la formule sin £</=s£t/&R» — a/îcosa' (i3) 
fait voir que le sinus de la moitié du quart de la cir- 
conférence ou de jwy est £ ^/a (**). 



(*) Il paraît que les principales raisons qui ont fait choisir l'angle 
droit pour unité , sont, i°. que le cercle entier, à proprement parler, 
ne mesure point un angle, puisqu'alors le rayon mobile CM K fig, a, Fig. 
est revenu s'appliquer sur le rayon CA ; 2°. que le sinus, auquel ou 
rapporte toutes les autres lignes trigonom étriqués , prend dans l'é- 
tendue du quart de cercle , ou de l'angle droit, toutes les valeurs 
dont il est susceptible. 

(**) On peut aussi s'en convaincre à priori, puisque le triangle 

Trigonométrie. 7 e édition. a 
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L'arc AB=\ir % étant pris pour unité, AM sera 
de o*,5 : on aura donc 

sîn o*, 5 = cos o*, 5 = \ j/a — 0,707106781 18S. 
Maintenant si on fait o*, 5 =a', on trouvera 
«in \ a' = sin o*,a5 = o,38a68343a365 , 
cos ja' = cos o* # 25 = 0,9338795325 1 1 ; 
mais en continuant ainsi de partager chaque arc en deux 
parties égales, on ne tombera sur aucune des parties 
décimales du quadrans : on parviendra seulement à des 
arcs de plus en plus petits , et qui par cette raison appro- 
cheront sans cesse d'être égaux à leurs sinus (17). 
A la quatorzième division ; par exemple , on arrive i 
tm arc qui n'est que Tsïjl ^ u cadrans , et dont le 
sinus est 0,000 095 873 799, moindre par conséquent 
«que 0,0001 : la petitesse de cet arc est donc telle, 
qu'il ne différera point de son sinus dans les 12 premiers 
chiffres décimaux. 

A plus forte raison en sera-t-il de même pour le» 
arcs moindres ; or il est visible que tous les arcs qui se 
confondent avec leurs sinus et leurs tangentes , sont 
proportionnels à ces lignes : il vient donc 

• lf . -:- lf - lf - ,f 

«n ■ ,.,-c Z sin ■ 



16384/ 100000 •• i6384 ' 100000 ' 

ou :: 100000 : 16384, 
d\>ù 

1 6384 sin jggg- 

•in o*,oooo 1 5= — — = 0.000 o 1 5 707 q63 , 

' 100000 I i v * 

fïg. 9* CMP,jig.ç) f est alors isocèle , et que Ton a par conséquent 
d'où 
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au moins dans les douze premières décimales. On trouve 
par la même raison 

sin o*,oooo2 = a sin o*,ooooi, 
sin o*,oooo3 = 3 sin c#,ooooi, 
sin o*,oooo4 = 4 8 * a o',ooooi, 
etc.; 

et ayant soin de calculer en même temps le cosinus et la 
tangente de chacun de ces arcs , on peut suivre cette voie 
tant que le sinus et la tangente correspondante se con- 
fondent encore dans les douze premières décimales. 

Si l'on ne voulait avoir les valeurs approchées que jus- 
qu'à la huitième décimale , on pourrait pousser ainsi 
jusqu'à l'arc de o*,oôi. 

Pour s'élever ensuite à des arcs plus grands, on se 
servira des équations 

sin oa c=s a sina cosû , 

cos sa = cos a* — sin a*, 
sin (azhb) = sin a cos b ± sin b cos a, 
cos (a zhb) =cosa cos i qz sin a sin b. 

Faisant successivement a=o?,ooi, a=o*,G02, etc. dans 
les deux premières , on en déduira 

sin o*,oo2, coso*,oo2, sin o*,oo4, cos o*,oo4, etc., 

et prenant ensuite a = o*,oo 1 , b = c*,oo2, a = o*,oo2, 
b =01,003, etc., on obtiendra, par le moyen des deux 
dernières, 

«inQ*,oo3, coso*,oo3, sino*,oo5, coao*,oo5, etc. 

Cet exposé suffit pour faire concevoir comment on a 
pu former lés tables trigonométriques. 11 existe d'ailleurs 
des méthodes plus expéditives pour calculer les sinus des 
arcs quelconques, par le moyen d# séries convergentes 

a.. 
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qui se déduisent des équations du numéro 1 1 . On les 
trouvera dans les deux TraitéVque j'ai publiés sur leCalcuJ 
différentiel et le Calcul intégral. 

21. Pour faciliter les calculs ou a substitué depuis 
* '•■ - long-temps aux valeurs des sinus , cosinus , tangentes et 
cotangentes , leurs logarithmes ; et dans la plupart des 
tables, on ne trouve plus que ces derniers; en sorte que, 
par leur moyen , on résout toujours Tune ou l'autre de 
ces questions : 

1°. Un arc étant donné, trouver le logarithme de son 
sinus , ou de son cosinus, ou de sa tangente , ou de 
sa co tangente, 

s?. Connaissant le logarithme du sinus , ou du cosi- 
nus, ou de la tangente , ou de la cotangente dun arc p 
trouver cet arc* 

La solution de ces questions tient à la disposition des 
tables , disposition qui n'est pas la même dans toutes, et 
qui se trouve toujours expliquée en tête de chacune 
d'elles j c'est pourquoi je n'en parlerai point ici. Je 
me bornerai à indiquer les tables de Callet , comme les 
meilleures relativement à l'ancienne division, et celles de 
Borda, ou celles de MM. Hobert et Ideler, par rapport à 
la nouvelle. 

Les tablestrigonométriques n'embrassent que l'étendue 
du quart de cercle ; mais elles donnent malgré cela les 
sinus et les cosinus, les tangentes et les cotangentes, pour 
tous les arcs , quelque grands qu'ils soient , ainsi que je 
vais le faire voir en examinant la marche des lignes 
trigonométriques par rapport aux divers degrés de gran^ 
deur par lesquels peut passer un arc de cercle. 

sa. Pour bien comprendre ce qui va suivre, il faut se 
pénétrer d'avance de la continuité qui règne toujours 
*ntre les différens résultats qu'on déduit d'une même ex- 
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pression algébrique, ou d'une même construction géomé* ^ „ 
trique , et qui consiste en ce que chaque valeur que prend 
l'expression dont il s'agit, est toujours précédée ou suiyiç 
de valeurs qui diffèrent aussi peu qu'on voudra de la pren 
mière, et en ce que, dans quelque partie que ce soit d'une 
ligne , on peut toujours concevoir deux pointa qui soient 
aussi voisins l'un de l'autre qu'on, voudra. 

Cela posé, si on conçoit que le rayon MC 9 Jig* 10, Figi 10. 
d'abord couche sur AC, tourne autour dupoint Ç, comme 
sur unecharnière, ce rayon formera successivement, avec 
AC tous lès angles possibles ; et le point M, situé à son ex- 
trémité, passera sur tous les points de la circonférence du 
cercle ABA'B'A> ou, ce qui est la même chose, la décrira. 
En suivant avec attention le mouvement que je viens d'in- 
diquer, on voit d'abprd qu'au point A, où l'arc est nul, le 
sinus est nul aussi , et le cosinus ne diffère pas du rayon 
AC. Lorsque le rayon CM s'est détaché de AC % le sinus 
PM augmente à mesure que le point M, que j'appellerai 
désormais le point décrivant , s'avance vers fi*, et quand 
il y est parvenu, PM devient égal à CB % ou au rayon. 
Dans les mêmes circonstances, le cosinus PC diminue 
sans cesse , et devient nul lorsque le point M est en B; 
l'angle ACB est alors droit, et l'arc AB=lr. Le point 
M continuant son mouvement au-delà du point B % le sinus 
décroît, et le cosinus , qui tombe maintenant sur le dia-» 
mètre AA' t d'un côté du point C, opposé à celui où il 
était avant le point B , augmente. C'est ce que prouve la 
seule inspection de la figure : P'Af , sinus de ABM'y est 
moindre que BC, sinus de AB , et CP\ cosinus du pre- 
mier de ces arcs , surpasse le cosinus du second , qui est 
nul. 

Lorsque le point M' est parvenu en A' le sinus est nul 
comme au point A, et le cosinus est enpore une fois égal 
au rayon. Au point A\ Tare ABA! est égal à la demi- 
circonférence; ou à m\ l'angle ACM a atteint sa plus 
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grande limite , mais rien ne s'oppose à ce que le rayon 
CM et le point décrivant ne continuent leur mouvement f 
en passant au-dessous du diamètre AA\ Le sinus , qui 
devient alors P"Bî" , tombe aussi au-dessous du dia- 
mètre, et augmente à mesure que le point M" s'approche 
àeB f , tandis que le cosinus CP" diminue. Au point B\ 
ou l'arc ABA!B' est les f de la circonférence, ou £*•, 
l f un est égal au rayon CB\ et Vautre est nul. Enfin, 
depuis ^'fusqû'en^, lelpinus P m M" , toujourt au-des- 
sous deAA', diminue sans cesse , et le cosinus CP*, qui 
se trouve alors du même côté où il était dans le premier 
épiart'de cercle AÊ y augmente et devient égal au rayoû 
en A. 

On voit en même temps que si les arcs A'M , A' fit*, 
AM" étaient égaux à Tare A9Î ,. les sinus et les cosinus 
des arcs ABM'\ AA'W ' , A&M*) ne différeraient des 
sinus et dès cosinus à§ l'arc Jwî, que par leur position. 

Revenu au. point A, le point décrivant a achevé 
une révolution , mais il en peut recommencer une 
autre; et considérant toujours comme un seul arc la to- 
talité du chemin parcouru par/ce point, depuis le" com- 
mencement du mouvement, il en résultera des arcs plus 
grands que là circonférence , et qui auront les mêmes 
sinus , cosinus , tangentes , cdtangentes , que ceux'qili 
ont/été décrits dans la première révolution. Ces consïâé- 
rationa mènent à des conséquences très importantes pour 
l'analyse, et que j'ai développées dans mes Traités de 
Calcul 'différentiel et de* Calcul intégral. 

û3. Il faut chercher maintenant comment les expres- 
sions algébriques des sinus et des cosinus répondent aux 
diverses circonstances que je viens d'exposer. Pour 
cela, je fais d'abord a =£*■ dans les équations 

cos(alfci)=cos a cos&rpsintzsin&î 
sin (a±t) = sin a cosè^fcsini cosa/' 



(A). 
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En observant que cos |*r=o > et que sin \tf bs i ; on 
trouve 

cos (5«-±:6)==tpsini, 
sin- ({7r±:b)=:cos b. 

Jl faut remarquer deux choses dans ces expressions , 
savoir , leur valeur absolue , et le signe dont elle est 
affectée. 

Cette valeur se vérifie sur la figure; car AB étant 
l*, si on prend Tare BM' pour b y Xaxc AM' sera 
é*+fr ; mais JP'âf étant le sinus de A' M aussi bien 
que de 4M sera le cosinus de BM'on de. i, tandis 
que CP' en sera le sinus. 

Quant au signe — qui affecte cos (| sr -+- ^)> il en 
résulte que si Ton regarde comme positifs le sinus -et le 
cosinus d'un arc moindre que le quart de la circonfé- 
rence, le cosinus d'un arc plus, grand sera négatif, 
tandis que son, sjnus. seraf positif. Si Ton fait aussi b =5 w„ 
on aura cos sr=— 1, siqîr==o. 

Supposant ensuite, ,que, dans les équations (À), 
c==ct , on obtiendra , d'après ce qui précède, . 

COS (<7r:±3 friras —COS 6, 

sm (sribijœqtain b. 
La valeur absolue cfe «tes- formules pettt «e vérifier 
aussi facilement que celle des précédentes : leur 
eigne montre que tout a»c compris entre «r et f *» 
aura son sinns et son cosinus négatifs; et lorsque 
i==îjr., on a ,v ■ 

- -cost«r=a, . .sinfsr=-~i. 

Enfin quand c = |«r, les équations (A) se réduisent , 
en vertu des valeurs précédentes , à 

cos(%*±b) = ±:sinb' f 
, sin(ffl , :±:i):=— cosi, 
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et il s ! ensuît que tout arc compris entre |wet|5rou2jr; 

a son cosinus positif et son smus négatif. 

En récapitulant ces résultats , on verra , 

i°. Que depuis le point A jusqu'au point A f , où l'arc 
ABA'z-zie, les sinus ; sont positifs; 

a # . Que depuis le point A! jusqu'au point A , où l'arc * 
AJSA f B r A=: 2 vf 9 c'est-à-dire de ar jusqu'à 2?r, les sinus 
sont négatifs ; 

3°. Que depuis le point A jusqu'au point i?, où l'arc 
.i42?=£îr, les cosinus sont positifs; 

4°- Q ue depuis le point B jusqu'au point ^', où l'arc 
ABA'B'z^Zir, c'est-à-dire de £ *• à $w , les cosinus sont 
négatifs ; 

5°. Enfin , que depuis le point B? jusqu'au point A , où 
l'arc ABA'&A— a sr , c'est-à-dire de §tt à 2 x, les casi- 
<- nus sont positifs. 

Et l'on remarquera sans peine que les sinus changent 
« de signe lorsqu'ils passent au-dessous du diamètre A A \ 
et les cosinus , lorsqu'ils passent d'un côté à l'autre du 
point C y ou qu'ils tombent en-deçà ou au-delà du dia- 
mètre B& , perpendiculaire au premier. 

Avec ces attentions, on/étendra les formules du 
n° 1 1 à toutes les grandeurs possibles des arcs AM et 
'* 4« Mfi % figm4\ et les valeurs conclues de ces formules s'ac- 
corderont avec celles qu'on déduirait de la construc- 
tion et des raisonnemens du n* cité, si on les appliquait 
immédiatement aux arcs proposés , exercice qui peut 
être utile au lecteur (*). 



(*) II m'a para suffisant, ici de considérer la correspondance des 
signes des lignes trigonométriques avec leur position, eommenn fait 
d'observation ; mais on Trouvera au commencement de l'application 
de l'Algèbre à la Géométrie, la théorie de cette correspondance , et la 
preuve que toute ligne affectée do signe — doit être prise dans un 
sens oppose* à celui qu'on lui donne quand elle a le signe ■+-. 
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2^- Ensuivant le cours des tangentes on trouvera qu'elles 
augmentent sans cesse depuis le point A,Jig. 10 jusqu'au Fig. 10. 
point B s où Tare A3Î est devenu égal à| sr. A ce point, 
la sécante JVC, se confondant avec CB 9 est parallèle à 
Ja tangente AN ', et ne la rencontre par conséquent plus; 
en sorte que Tare AB n'a point , à proprement parler , 
de tangente trigonométrique. On dit cependant que sa 
tangente est infinie ; niais , par cette expression y il faut 
entendre qu'en prenant le point M aussi près du point B 
qu'il sera nécessaire , on trouvera une tangente AN 
plus grande que telle quantité qu'on voudra. C'est aussi 

ce que prouve l'équation tanga c= , qui donne 

pour tanga une valeur d'autant plus grande, quecosa 
est plus petit , ou qu'on approche davantage du point B» 

Lorsque a = o? /5o , il vient cos a = sina, et par 
conséquent tang o? , 5o;= 1 . 

On prouve la même chose parle triangle CAN,fig*9> *"6- 9- 
qui devient isocèle dans ce cas , puisque l'angle ACN 
étant égal à la moitié d'un droit, il en est nécessairement 
de même de l'angle ANC\ la tangente AN est donc 
égale au rayon. 

Quand Tare AM,Jig. 10, est plus grand que £*-, le Fig. 10» 
rayon CM ne rencontre plus la ligne AN au-dessus du 
diamètre, mais au-dessous. La véritable tangente AN 9 
est égale , ainsi qu'il est facile de le voir , à A!n 9 tangente 
de l'arc A f Af, supplément de AM* , mais se trouve pla- 
cée dans un sens opposé. Dans le troisième quart du cer- 
cle , la tangente , qui a été nulle au point Al > repasse au- 
dessus du diamètre A A , et AN est encore ta tangente 
de l'arc A A' M". Le rayon devenant encore parallèle à 
AN 9 au point B\ la tangente est encore infinie à ce 
point , passé lequel elle revient au-dessous du diamètre » 
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en effet, lare ABW> par exemple i a évidemment pour 
tangente AN. 

a 5. Je vais examiner maintenant ce qui résulte de 

1» • i/i. sin cl 
expression algébrique tang a = . 

COS CL 

Il est visible que sa valeur sera positive dans tous les 
cas où le sinus et le cosinus seront de même signe , ce 
qui a Heu depuis o jusqu'à £ *•, et depuis «• jusqu'à*! arj 
elle sera par conséquent négative depuis \ * jusqu'à v , 
, et dépuis | x jusqu'à a jt ; d'où il suit que , pour les tan- 
gentes comme pour les sinus et pour les cosinus , les chan- 
gemens de signe correspondent aussi aux- changement 
de situation. On trouverait de même que les cotan- 
gentes sont positives depuis o jusqu'à £ sr , depuis sr 
jusqu'à §*• , et négatives depuis £*■ jusqu'à «-, depui* 
| ar jusqu'à a *r. 

a6. Dans le calcul on rencontre quelquefois des arcs 
négatifs : leur sinus et leur cosinus peuvent aussi se 
déterminer par les formules du n° il. L'expression de 
sin (a — b) changeant de signe quand on y change aeub 
et b en a, fait voir que sin (b — o) = — sin,(a — b) : 
ainsi quand a > b. t Tare négatif & — a a un sinus 
négatif. 
F, tf -4* • Si Ton construisait la .figure 4* dans cette hypothèse , 
en prenant AM = J, *MN=za, et portant ce der- 
nier arc au-dessous du point M % pour opérer comme il a 
été dit dans le numéro 1 1 , l'arc AN' se trouverait au-des- 
sous de A C au lieu d'être au-dessus : le sinus Q'N' chan- 
gerait donc de côté , ainsi que l'arc. Quant au cosinus , 
- il demeurerait du même côté; et par -les formules on 
trouve aussi que cos (6— a) = cos (a — A). 

227. La proposition démontrée dans le n? 1 1 a encore 
de nombreuses conséquences, dont quelques-unes seront 
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nécessaires dans la suite ; c'est pourquoi je les placerai 
ici. 

i°. En ajoutant entre elles les deux écfuatîons 

sin a cos b + sin b cos a 



sin(a+^) = 
sin (a— .J): 



R 

sin a cos 6 *— sin b cos a 



on aura 

, , , .^ . . , , x 2 sin a cos & 
sin (a + 6) -f. sin(a — 6) = ^ , 

d'où 

» R - - 

sin a cos i = — sin (a+b) 4- — sin (a — b). 

2°. En retranchant la seconde équation de la pre- 
mière , on aura 

. , , »\ . f , ' asinfr cosa 
sin (a+0) — sin (a— b) = = , 

d'où 

R R 

sin b cos a = — siii (a+ 6) -— — sin (a— i). 

Lorsque a = &, cette formule et la précédente donnent 
/* . 

.COS flsmcr: — i Sin 2(7. 
2 

3*. En ajoutant entre elles les deux équations 
cos cos b — sin a sin b 



cos (a -+- 1) : 



R 

cos *ï cos b •+ sin a sin J 



cos (a-.5):=: ____ 
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on aura 

cos (a + b) + cos (a-*~i) = = , 

R 

d'où 

R R 

cos a cos b = — cbs(a4- A) -j cos (a — i). 

Lorsque.a=i, cette formule donne 

cos a a = — cos aa -4 , 

a 'a 

en observant que le cosinus est égal au rayon , lorsque 
Tare est nuL 

4*. En retranchant la première équation de la se- 
conde, il viendra 

/ tx , , »> asinasini 
cos (a— A)— cos(a+0) = 5 , 

d'où 

R R 

sinasin£ = — cos (a— b) cos(a-f-i). 

x Lorsque a=zb, cette formule donne 

, , ff /l 
sm a* = — — — cos aa. 
a a 

5°. Si l'on faita-r-& = a', a — i = J', on trouvera 
en ajoutant ces deux équations , aa = a' + 4', et en 
retranchant la seconde de la première, a& = a' — 6'; 

il suit de la que a = — = — , b = • 

1 a ' a 

Mettant ces valeurs de a et de b , dans les expres- 
sions de sina cos b % sinô cos a, cos a cos è, sinasini, 
obtenues précédemment, on trouvera 
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«in i (a' + V) cosi (a' — V) = — (sin a'+ sin ô')> 

cos i (a' + V) sin £ (a' — V) = — (sin a'— sin 4'), 

cos £ {d + V) cos i {d — i') = — (cosa'+cos i'), 

sin i (a' + & f ) sin £(a'— fc')=— (cos i'— cosa')î 

Divisant la seconde des formules précédentes par la 
première, on aura 

cos j (q' + V) sin \{d - fr) _ 

sin £ (a'+ O cos £ (d — b') ~ # 

sin 5 (a'— V) cosj(d+ b') sin a'— sin b r 

cos £ (a' — ô')*sin £ (a' -f- 6') sin d + sin ô' # 

^vi ,. -^ sm ^ tang <rf, ftN A 
Observant ensuite que -^ = — ^ — (8), et que pat 

conséquent -: — > =c , on obtiendra 

^ sin^f tang A 

tang £ (a' — V) sin d — sin V 

taD g a ( a ' + V) sin d + sin V 

On conclura de même des deux dernières formules 
rapportées ci-dessus , que 

cos y — cos g' _ tang \ (d 4- V) tang \ {d — V) 
cos d + cos V R* 

6°. En divisant l'expression de sin (a àzb) par celle 
de cos (a db b) , on aura ' 

sin (a ±: b) sin a cos b :+: sin 6 cos a 

cos (a ±4) cos a cos i qp sin a sin 6 7 

divisant ensuite le numérateur et le dénominateur de 
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la fraction du second membre par cos a cos b , elle de- 
viendra * 

sin a sin ft 
cos a cos b 



sin a sin b* 
cos a * cos b 



et comme en général -^ = — |r — (8) , on obtien- 
dra par ce moyen 

tanga , tangft 
tang(q±£) _ R ~ R _ fl(tangfl±:ïang 6) m 
R — tang a tanç b R* qp tang a tang b * 

* c * • . ,x /?Ytanga±:tang£) 

et enfin tang (a±b) = ' -g -~V* 

&v ' ft a qptangatang6 

En se rappelant que cot A = -^ (9), on trouvera 

tr ^,. fl a fl a qr tang a tang & 

^ ; ^^ (a±6) taqg a ±: tang 6 

il" .+. — . — — r 

/ cot a cot b 



R 2 . fl fl 



cot a cot b 

et en réduisant, on parvient à 

w ^l\ cot a cot b + R* 
cot(a±:i) = — , ^" — . 
^ cot 6 ±: cot a 

Q rang £ (a'— ft') sin a — sin 4' , 

28, L équation • ° , ; , ,,' = . — — r "- » i/ > de 
tang £ (a -+-6 ) sm a + sm A 

laquelle il résulte que la somme des sinus de deux arcs 

est à leur différence, comme la tangente de la demi" 
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somme de ces arcs est à la tangente de leur demi-diffé- 
rence , s'obtient immédiatement par une construction 
géométrique fort élégante. 

AM et AN t fig. 1 1 , étant les deux arcs a! et V , on Fig. n. 
aura AfP = sin a' , NQ = sin V \ menant NC pa- 
rallèle au diamètre A B, prolongeant MP jusqu'en M , 
il en résultera 

MR = MP — NQ = sin d — sin i', 
MR — M'P+NQ = sin d + sin V. 

Cela fait , si du point C , comme centre , et d'un rayon 
CD, égal à celui du cercle ACB, on décrit un arc EDG, 
que l'on mène au point D de cet arc une tangente ter- 
minée par les droites CM et CM', il est visible que DF 
et DH seront les tangentes des arcs DE et DG, qui me- 
surent les angles MCN et NCM'\ et comme ces angles 
ont leur sommet à la circonférence du cercle ACB > ils 
auront aussi pour mesure la moitié de 

NM=zAMt-AN= d — V, 

et celle de ' 

NM , =AM r + AN=d+b f : 

on aura donc 

DF=tangKû / — V), DH — tang \ [d + V). 

Mais à cause des parallèles M M' et FH, on aura cette 
proportion 

MR IM'R HDFlDH, 

sind—sïnb' :sina'+sini' : : tangua— b*) :tangK*'+6') l 

ce qui revient à l'équation proposée. 
Il seraitfacile de modifier la construction ci-dessus de 
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manière à en déduire les diverses équations analogues à 
celle qu on vient de démontrer. 

29. Comme on a souvent occasion de faire usage 
des formules auxquelles je suis parvenu précédem- 
ment, je les ai réunies dans le tableau suivant, avec 
d'autres qui s'en déduisent par des procédés faciles à 
imaginer. Les numéros qu'on lit après chaque formule 
marquent les articles où elles ont été trouvées , ou 
desquels on peut les conclure. 
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Tableau des formules trigonomètriques les 
plus usitées. 



sin a* + cos a* = R* (i o) 
sin (a±.b) sa sinacosb ±sip *cosa ^ 

^ft-j-g— CQ3gcos&qisina s in& r (ll > 

sin a cos i = |fl [sin (a -f- b) + sin (a -^4)1 % 
cos a sin b = ±/î[sin (a -f- b) — sin (a — b)~\ l 
cos a cos b = £fl[cos (a + &) + cos [a — bY\ [ ( a 7) 
[sin a sin b = — f fl[cos (a + b) — cos (a — ft)] ) 

sin a + sin b = ^- sin £ (a + i) cos £ (a — £) 
sin a — sin b= — cos \ (a+b) sin i(a— ô) 



cosa +cos b=± ~ cos i(a + i) cos i(a—i) 
cos a — cos fc = — ~ sin £(« + *) sin |(a— £) 



0*7) 



sin 2a = 



2sinaco?a, N . , , , _ 

—(ii) sin£a=± V*R*— zRcosa (i5) 

cos a a — sin a* a cos a* — /l* 



cos 22a = 



(11) 



R W 

sin a* = £ fl (R — cos sa) (27) 

cosa a =£/J(fl-f-cosaa) (27) 

sina a — sin6 9 =cosi a — cosa*=sïn(a-fft)sin(a— b) (n, io) 

cosa a — sin A a = cos (a + A) cos (a — b) (11, 10) 

tanga=r (o), cota = - = — : (q\ 

cosa tanga sina w 

R* R* 

séc a= , coséc a = - — (8) 

cos a sin a • 

tang (a±i)= Rgin ( a± *) = ^ (tanga ±tang&) 
&v ' cos(a±:i) fl»qp tango tang 6 w ' 

Trigonométrie. 7 e édition» 5 
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Suite du Tableau des formules trigonom étriqués. 



T 



, fl a sin(a-f-*)l 
tang a + tang b = r-^ 

° ' ° cos a cos 6 

B 9 sin(a — 6) 

tang a — tang 6= j—l 

° ° cos a cos l /o __* 

, ^ . /* a sin(g+i)f V* ll > 
cota+ COtfc = : — . . n 

sin a sm o 

- fl a sin(g — b)} 

cot a — cot b = — 7 — . . 

sin asm d > 

ft . ,. R 4 sin (a 4- i) sin (a — i)^ 
t»g »-tan S 5»= sS4^ '( 

cota-- cot ». = _*' 8ip ("+*>*y-*>( ( ' l0 

sin a % sin o a J 

sin a + sin b ta ng %(« + &) 

sin g — sin b tang J (a — b) 

sin g -f- sin b tang|(g+ft) sin g tangja j 

cos a + cos 6 71 * R+cosa R I 

sin g + sin b cot \ (a — 4) sin a cot \ a\ 



cosg — cosi R * il— cosa R \ ( . 

sin g — sin b tang \ (g — b) / ^ a 7' 



cosa + cos 6 R 

sin g — sin b cot j (g + b) 



cosg — cosZ> JK 

cos g + cos 4 cot j (g — i) sec g + s éc b 



oos g — cos 6 tang ± (g +6) séc g — sic 6 

fltangg R* , Q . 

Mna= — 3 cosg= (8 f io; 

t/fl a + tangg a V^*-f-tangg a 

/t=sin i? = cos o* = tang!* = cot|* = séco* =coséc i* 

=iséc^(a3, a4) 

sin g = -| corde 2a (î 4) 

sin (i*±:i);=:+cos&, cos (î* drô) = rpsin 5) 

sin (a* ±: b) r=z qr sin &, cos (2* dz ft) = — cos M 

sin (3* ±: b) = — cos 6 , cos (3» dfc A) =: ±: sin£ ( 

sin (4^zfc6) = ±sin& > cos (4* ± fr) c= -}- cos b J 



(a3). 



Digitized 



by Google 



BE TRIGONOMÉTRIE. 35 ' 

3o. Je vais parler maintenant de l'application des 
tables trigonométriques à la résolution des triangles 
pour laquelle il faut se rappeler que, par le moyen de 
ces tables , lorsqu'un angle est connu , la valeur de son 
sinus , celle de son cosinus , celle de sa tangente, et celle 
de sa cotangente sont connues aussi, et que, récipro- 
quement , quand la valeur de l'une de ces lignes est don- 
née , celle de Tare doit être regardée comme donnée. 

Soit CDE , Jig. 12 , un triangle rectangle en D\ dé Fl S- la * 
Fun des angles aigus C, on décrit, avec un rayon égal à 
celui des tables, l'arc AM , on abaisse PM perpendi- 
culaire sur AC , enfin on élève la tangente AN, pour for- 
mer les deux triangles des tables, savoir, CPM qui sera 
celui du sinus et du cosinus , et CAN celui de la tan- 
gente et de la sécante. L'un et l'autre seront semblables 
au triangle proposé ; et en les comparant successivement 
avec celui-ci, on en tirera 



CM: PM llCElDE i (Ri nn C II CE : ÙE 

cm: cp :: ce : cd ) ou t r : cos c :: ce: cd 



CA: AN:: CD: DE ou R:tangC:zCD:DE+ 

L'angle E étant complément de l'angle C, on aura 
cos C=sin E ; les deux premières propositions peuvent 
se réunir dans une seule et s'énoncer ainsi : Le rayon 
est au sinus de Tun des angles aigus du triangle rectan- 
gle proposé y comme r hypoténuse est au côté opposé à 
cet angle. 

La troisième montre que le rayon est à la tangente 
dé [un des angles aigus du triangle rectangle proposé, 
comme le côté de l'angle droit, adjacent à cet angle 
aigu K est au côté opposé. 

Le rayon étant toujours donné, il suffira de connaître 
deux des trois autres termes de chacune des proportions 
que je viens d'énoncer , pour trouver celui qui reste* 

5.. 
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Ainsi, par la première on déterminera toujours une de, 
ces trois choses : l'hypoténuse, un côté et un angle aigu , 
lorsqu'on en connaîtra deux. 

Je mets simplement un angle aigu , quoique la pro- 
portion exige que cet angle soit opposé au côté donné 
ou cherché, parce qu'un des angles aigus fait trouver 
l'autre sur-le-champ , et que par conséquent si xelui 
qu'on connaît ou qu'on cherche, ne remplit pas. cette 
condition, on peut employer son complément. 

Par la seconde proportion on déterminera toujours 
une de ces trois choses, : les deux côtés dun angle droit 
et un angle aigu, lorsqu'on en connaîtra deux. 

H suit de là , i°. que, connaissant un côté et un angle 
d'un triangle rectangle , on peut calculer les deux autres, 
côtés ; 2°. que , connaissant deux quelconques des côtés , 
on peut calculer les angles aigus. 

Ces deux cas ne comprennent pas celui çù l'on a deux 
côtés quelconques d'un triangle , et où Ton cherche le 
troisième; mais celui-ci se résout immédiatement par 
la propriété connue du triangle rectangle, qui donne 

CD + DE=:Ce] et d'où l'on tire CE= Vc3+DÈ\ 
Si l'on connaissait l'hypoténuse CE, et l'un des côtés 
de l'angle droit, DE, par exemple , on aurait 

CD =,VcË—'ÛE. 

En observant que CÊ—DE^{CE+DE){CE^DE) 
-et en prenant les logarithmes des deux membres de 
l'équation CD = \SÇCE + DE) {CE — DE) , ou 
trouverait 

\CD = i[\XCE+DE) + \{CE — DE)~]. 

Lorsqu'on construit des formules qui doivent servir 
À des calculs numériques, il faut toujours tâcher de les 
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préparer de manière qu'on puisse y appliquer les lo- 
garithmes commodément; c'est-à-dire qu'on ne soit 
obligé de passer des logarithmes aux nombres , et de 
repasser de cettx-çi aux premiers , que le moins qu'il 
est possible. En appliquant les logarithmes à la re- 
cherche £e CD , au moyen de sa première expression , 
on sentira bien évidemment l'objet de cette remarque. 

Je terminerai cet exposé des principes qui servent 
à résoudre les triangles- rectangles, en observant que les 
deux cas traités en dernier lieu se résolvent aussi par 
les deux proportions rapportées au commencement de 
cet article; car, i°. si, connaissant CD et DE> on 
veut trouver CE, on pourra calculer Pun des angles 
aigus , C , par exemple , par la proportion R : tang C 
CI CD : DE\ ayant trouvé cet angle, on calculera 
l'hypoténuse CE par la proportion R : sin C :: CE 
•C DE , dans laquelle on connaîtra les trois termes R, 
sin C et DE. a°. Lorsque Ton connaîtra l'hypoténuse 
CE et l'un des autres côtés , CD , par exemple , on 
calculera l'angle aigu opposé au côté cherché , par la 
proportion R l sin E ou cos C II CE t CD\ puis on 
trouvera le côté DE par la proportion R: sin C il CE 
IDE. 

3 1. Ce qui vient d'être dit sur les triangles rectangles 
peut se résumer d'une manière commode , en dési- 
gnant leurs angles ^xA y B y C y A étant l'angle droit > 
et nommant a , b et c les côtés qui sont respectivement 
opposés à chacun de ces angles , ainsi que le montre 
la fig. i3. On aura d'aborà par le premier principe JFig. *3. 

R : sin C :: a : c, RlsinBllalb, 



d'où l'on tirera 

c sin < 



sinC, b sinB 
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Chassant a de ces deux équations , ce qui se fait en di- 
visant chaque membre de la première par son corres- 
pondant dans la seconde , on trouvera 

c a'mC t 

a sin B ' 

. _ ^ sinC tan§C ., 

et comme sin B = cos C, et que — ^= — ~— , il en 

résultera r = — ^- > équation qui représente le second 

principe énoncé dans le numéro précédent. 

Enfin , si Ton quarre chaque membre des deux pre- 
mières équations , et qu'on ajoute ensuite , membre à 
membre, lea équations résultantes , en observant que 

sin C a + sin£* = sin C* + cos C 2 = !?• (10) , 

on aura 

c* b* 

-+-=i, ou 6* + c a = a». 

or cr 

Il suit de là que les deux équations 

c sin C b sin B 

suffisent, conjointement avec la relation qui existe entre 
Jes angles B et C, pour résoudre tous les cas des trian- 
gles rectangles. 

3a. Le principe sur lequel est fondée la résolution des 
triangles rectangles , conduit à celle des triangles quel- 
conques. En abaissant de l'angle B du triangle ABC, 
Fig. 14. fig. 14, une perpendiculaire BD , on formera deux 
triangles ABD , BDC, rectangles en D ; on aura dans 
le premier 

Ri sin a :: AB : BD, 

et dans le second 

R CsinC :: BC: BD, 
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ce qui donnera 

MxBD^slnAxAB, RXBD=smCxBC ; 
d'où il suit 
sin AX AB=z sin CXBC, ousin^f : sinC :: BC l AB. 

Lorsque la perpendiculaire tombe en dehors, l'angle C 
n'est pas Commun au triangle ABC et au triangle BCD ; 
mais l'angle B CD et l'angle BCA , valant ensemble 
deux angles droits , ont le même sinus (aa). 

La proportion obtenue ci-dessus , peut se convertir 
•n principe général, et s'énoncer ainsi : Dans un 
triangle quelconque, les sinus des angles sont entre eux 
comme les côtés opposés à ces angles. 

33. La même proportion se démontre aussi de la 
manière suivante , qui paraît plus analogue à l'idée que 
j'ai donnée de la Trigonométrie, dans les numéros i et a. 

Ayant inscrit le triangle ABC,fig. i5, dans un cercle, fjg. 15. 
si l'on décrit du centre O de ce cercle , et avec un rayon 
Oa, égal à celui des tables, un cercle abc , puis qu'on 
joigne par des droites ab , bc et ac , les points où les 
rayons AO, BO, CO, rencontrent le cercle des tables , 
on formera un triangle abc semblable au triangle pro- 
posé , et dont les côtés ab , bc et ac , se déduiront des 
tables. 

La similitude des deux triangles ABC et abc devient 
évidente lorsque l'on remarque que les droites qO , bO 
et cO , étant égales comme rayons d'un même cercle , 
ainsi que les droites AO,BO, CO, les triangles AOB, 
BOC et AOC, ont leurs côtés AO et BO, BO et CO , 
AO et CO, coupés proportionnellement aux points a 
et b, betc , a et c 9 et que par conséquent les droites 
AB et ab, BC et bc, AC et ac, sont respectivement 
parallèles : on a donc 

ab : bc : ac :: ab : bc : ac, 

ou lliàblibcliac. 
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Cela posé , les angles du triangle abc , ayant leur 
sommet placé à la circonférence, sont mesurés par la 
moitié de l'arc que soutend le côté qui leur est opposé , 
et chacun de ces arcs a évidemment pour sinus la 
moitié de ce même côté (14) : donc 

i ab = sin c = sin C , 
i bc = sin a = sin A, 
\ ac = sin b == sin 2?, 
et par conséquent 

^# : #c : ^rc :: sin c : sin a : sin 2?. 

La comparaison des triangles AOB et aOb montre 
de plus que AB l ab II AO l aO t ou que AB % l asinC 
IlAO l aO-,c 9 est-èi-d\requechaque côté du triangle ABC 
es* au double du sinus de l'angle qui lui est opposé , 
- comme le rayon du cercle circonscrit est à celui des 
tables (*). 

34* En désignant , comme dans le n° 3i , les trois 
angles par A, B y C, et les côtés respectivement opposés 
Fig. 16. à chacun de ces angles , par a,b, c ,fig. 1 6 , on aura , 
d'après ce qui précède , les proportions 



sin A l s\n B II a l b , 




êinAl&inC ;: a l c , 




s'mB : sin c :: i : c, 




desquelles on déduira les équations 




b sin B c sin C c 


_. s,n £ 


a^&mA' a siriA' b 


sin B* 



(*)On pourrait considérer les lignes ab, bc et ac y comme les sinus 
mêmes de ces angles A, B, C, en prenant pour unité le diamètre du 
cercle abc $ c'est ainsi que M. Carnot les a présentées dans l'ouvrage 
intitulé Géométrie de Position. On y trouve , d'après cette défi-' 
nition , une démonstration très simple et très élégante de la propo- 
sition du n° il et de ses conséquences le# plus importantes. 
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DE TUlGONOMéTRIïL 4* 

On résoudra immédiatement par ces proportions un 
triangle : i°. lorsqu'on y connaîtra deux angles et un 
côté y puïsqu'alors tous les angles seront donnés , et 
que les .côtés cherchés seront nécessairement opposés à 
deux de ces anglçs ; si , par exemple , a est donné , ainsi 
que les angles B et C, on retranchera la somme de cet 
angles de deux droits , pour avoir l'angle A, et les deux 
premières proportions feront connaître les côtés cher- 
chés b et c : a°. quand on aura un angle et deux côtés 
dont l'un soit opposé à l'angle donné ; si c'est , par 
exemple , l'angle A avec les côtés a et b> on calculera 
l'angle B par la première proportion , et connaissant 
alors deux angles , on retombera dans le cas précédent. 
II y a deux cas qui , n'étant pas compris dans ceux 
que je viens d'examiner, semblent échapper à la mé- 
thode : ce sont ceux dans lesquels on connaît deux 
côtés et l'angle compris , ou bien les trois côtés; je vais 
m'en occuper successivement. 

35. Je suppose d'abord que l'on connaisse les deux 
côtés a et b , et l'angle compris Ç. En mettant les 
.équations 

c sin C c sin C 

a sin A* b sin/?' 
sous la forme 

asinC = csin^, b sinC=csinZ? , 

pour les ajouter membre à membre ; et ensuite les 
retrancher l'une de l'autre , on trouve 

(a + b) sin C= c (sin A + sin B) , 
(a — b) sin C — c (sin ^f— sin B) ; 

divisant le dernier résultat par le premier , le côté in- 
connu c disparaît , et on a 

v a — b sin A — sin B 

« -{- b ~ sin A -f- sin B* 
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4* TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

Mais on a vu que 

un A — sin 2 ? ta ng£(^~ -B) 

% ^in^ + sin2?~"tângi(^,+tf) 

on en conclura donc 

a— &_ tangjQ* — B) % 
a + b tangi(^+^) ' 
d'où Ton déduira la proportion 
a + b:a — b::tangi(A + B): tangj(^— B), 

qui s'énonce ainsi : La somme des deux côtés étun 
triangle est à leur différence , comme 'la tangente de la 
demi-somme des angles opposés à ces côtés est à la tan" 
gentede leur demi-différence (*). 

Tout est connu dans cette proportion , à l'exception 

de A—B\ car si on retranche de deux quadrans la 

; mesure de l'angle connu C, le reste sera celle de 

A-\-B \ prenant par conséquent la valeur de. .... . 

tangl {A — B) , il viendra 

< t angH^-*)=j^Xtang^ + /0. 

Connaissant alors les angles 

si on les ajoute , on aura 

et si on retranche le second du premier, il viendra 
\(A+B)-\{A-B)=B; 

(*) On peut aussi arriver à ce résultat par la proportion 
a : b 1 1 sin A l sin B (3a), 
de laquelle on tire immédiatement 

a •+• b : a — b H sin A -f- sin B l sin A — sin B j 
et Ton en conclura , par le n° 98, 

a + b : a — b :: tangi(^+£) ; tangH^— B). 
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DE TRIGONOMÉTRIE. 4^ 

c'est-à-dire que le plus grand angle ^obtiendra en 
ajoutant la moitié de la somme à la moitié de la diffé- 
rence, et le plus petit , en ôtant la moitié de la différence 
de la moitié de la somme. 

Lorsqu'on aura calculé tous les angles , on trouvera 
le troisième côté par la règle du n° 3a. 

36. On peut aussi trouver immédiatement le troisième 
côté, en abaissant une perpendiculaire sur l'un des côtés 
donnés; de l'angle B , par exemple , sur le côté donné 
AC ,Jig. 14. On aura, par la propriété connue des trian- Fig. 14. 

gles obliquangles , ~AB*=Ad *+~BC V &AC X DC , 
le signe supérieur ayant lieu quand la perpendiculaire 
tombe en dedans du triangle, et le signe inférieur 
dans le cas où elle tombe en dehors ; de plus, dans 
le triangle rectangle BDC , on a (3o) DC=BC 
Xsin DBG=zBCxco$ C, en faisant /î=i : on conclura 

delà^/=3*C + Z?ci- 2JCX.BCX cos C, et par con- 
séquent 

AB= \/jC+BC— 2AC.BC.c0sC, 

formule qui , suivant la notation établie, revient à 

c = v/û^-r-^ — aaicosC, 

et donnera le côté c parle moyen des deux autres a et b, 
et de l'angle C. Un seul signe suffit au terme aab cos C, 
parcs que quand l'angle C est obtus, son cosinus est 
négatif, et change par conséquent le — en -f- , comme 
l'exige la construction géométrique. 

07. Cette formule ne se prête pas cpmmodément au 
calcul logarithmique ; mais comme on a 

coa zCzsz 1 — a sin C* (27)^ 
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44 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

on aura aussi 

cos C= 1 — a (sîn | C)\ 

en écrivant £ C à la place de C ; et par cette transfor- 
mation on obtiendra 

c= Va 9 -f. 6»— 2ab + 4ab (sin^C)* 
— y/ (a— 6)* + 4a£(siniC)*. 

Faisant ensuite w ~- {/ab = tang « , il en résultera 

c= (a— i) v/i+tang** = , puisque 

cos « 

l 

cos«— - . = (aq). On conclura facilement 

y\ + tang« a v ^ 

tang « par la première formule ; et lorsqu'on sera par* 

venu à l'angle *, on aura par la seconde c= • 

° ' r cos* 

38. L'équation c= \/a* + b* — aaé cos Cfait con- 
naître l'angle C, lorsque les trois côtés a,b,c, sont 
donnés ; car en élevant chacun de ses membres au 
quarré , on en tire 

a» + 6a — c* = aa6 cos C, 
d'où 

a 9 + 4* — c a 

cos C= r ; 

aaa 

mais cette expression étant peu commode pour le cal- 
cul logarithmique, il faut en chercher une autre. 

Si l'on écrit aC pour C, et qu'on mette i — a sin C È 
à la place de cos C (27), on aura cette expression : 

e* — a* — h % r* — n % — h* -4- aaZ 

asïn C' 3 = 1 + - a L * = 2 — iL±i2i 

aao aao 

_ c»— (a — fr)» (c+ç— &)(c— g + t) 
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et par conséquent 

(c + fl — & ) (c — Q + ft) 

mais il est facile de voir que 

c+a — b c + a + b 



a a 

c— a + b c + a + * 



-*, 



si donc on fait c + <z -f- ô=/^ on aura, en prenant la 
racine quarrée et en remettant { C au lieu de C, 

sinjC — y ^ , 

formule qui conduit à la règle suivante : 

JPour trouver un angle d'un triangle , lorsque les trois 
côtés sont connus y de la demi-somme des trois côtés re- 
tranchez successivement chacun de ceux qui comprennent 
l angle cherché; multipliez les deux restes entre eux ; 
divisez ce produit par celui des côtés qui comprennent 
l'angle cherché, et prenez la racine quarrée du quotient, 
vous aurez le sinus de la moitié de cet angle. (Voy. % à 
la fin de l'Ouvrage, la note B.) 

3g. 1^ solution de tous les cas des triangles obliquan- 
gles ne dépend, comme on voit, que des trois règles 
énoncées dans les numéros 3a ,35, 38, et repose sur 
le principe dont on a tiré la solution des triangles rec- 
tangles dans le numéro 3o : il sera donc facile, avec un 
peu d'attention , de retenir ces règles ; et le calcul des 
exemples que je vais donner suffira pour mettre le lec- 
teur en état de les appliquer. 



Digitized 



by Google 
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Exemples de la résolution des triangles rectangles. 

1 er . Connaissant dans le triangle rectangle BAC, 

Fig. i3.Jlg. i3, l'hypoténuse a et un côté c, trouver l'angle 

opposé Ck ce côté; et soit l'hypoténuse a— i3"' lw , 178, 

le côté c=7 m ,357. On aura (3i), pour déterminer 

sin C^ la proportion 

a le II Ri sinC, 

d'où 

sm C = , 

a 

et prenant les logarithmes , 

lsinC = LR-flc — la. 

Pour plus de simplicité , on fait presque toujours le 

rayon égal à l'unité : son logarithme est alors zéro ; 

ceux des sinus sont des complémens arithmétiques dont 

la théorie est exposée à la fin de mes Élémens cT Algèbre, 

et leur caractéristique est trop forte de 1 o unités , qu'il 

faut supprimer dans le résultat quand elles s'y trouvent. 

Voici l'opération : 

lci=l7,357 = 0,8667008 

comp. arith. la =comp. arith. 113,178=== 8,88oi5o5 

somme ou 1 sin C = g>74685i3 

qui dans les tables , répond à 0*^77 = C. 

a e . Connaissant l'angle C = o*,5837 , l'hypoténuse 

a = 33 m ,a53, trouver le côté b. On aura (3i) 

R IsinB ou cosC:: a :b, 

. d'<> ù 

- a X cos C 

16 = la + 1 cos C— \R — \a + 1 cos C : 

or, la=133,a53r^ i,5ai83o8 

1 cos C = 1 coso*,5837= 9,7841310 

somme ou 1 &=.. . , . % i,3o595i8 
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qui répond , dans les tables, à ao m ,228 = b t à moins 
d'un 1000 e près. 

5 e . Connaissant le côté a=5 m ,5§ 1 , l'angle Z?=±=o*,35o2, 
trouver le côté 6, On aura 

R : tang# :: c :b, 

d'où 

L cXtangZ? 

* = H ' 

16 = lc+ltang£ — 1/î; 

or, le = 15,391= 0,7316693 

ltang2?=ltango*,35o2 = 9,7876255 

somme ou lc= o,5 192948 

qui répond f dans les tables , à 3 m ,3o6= c. 

Exemples de la résolution des triangles obliquangles. . 

1 er . Connaissant dans le triangle ABC ,Jig. 16 , le Fig. x6. 
côté c , les angles A et B , trouver le côté 6. 

Soit ^ = i*,a8o5, £ = o*,5879, c = 27 m ,348; 
l'angle C sera a'— (^ + 5) = 2? — 1^8684 = o', ! 3 1 6 , 
et on aura (32) , 

sinC : sin£ :: c : i, 
d'où 

-, c X sin B 
sinC ; 
li = ]c+lshi£ — IsinC; 

or, lc = 1 27,548 = 1,4569266 

lsin B = 1 sin 0^5879 = 9,9 01 83g4 

comp.arith.lsinC=comp.arith.lsino», 1316=0,68772 17 

somme ou 16 = 2,0264867 

qui répond , dans les tables, à io6 w ,289 = b. / 

2 e . Connaissant dans le triangle ABC les deux côtés 
a, b, et l'angle compris C> trouver le troisième côté c. 
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Soita=a8 m ,442, £ 5=17*803, CsaoS&faG; on 
commencera d'abord par trouver les autres angles. On 
aura (35) 

a + b :a — b II tang — - — : tang ~ , 

d'où 

A-B (^g^)^ -^ 
tang -^- = -p-g- , 

et 

ltang^^==ltang^b£+l Ca «-i)-l( a+ i); 

or, A + B — tf— C=2* — o»,84a6=iSi574, et 

^ + ^ 

a 

û+6 =28,442+ 17,803 = 46,245, 
a — b = 28,442 — 17,803= 10,639, 
â t jj / 
ltang = tang 0*^787 = o, 1084874 

1 (a — A)«= 1 10,639 = 1,0269008 

comp.arith. l(a+£)=conip.arith.l46>245= 8,334935a 

somme oulog tang — - — = . . . , 9»47 ^ 2 ^ 

s 

qui répond à o«, 1 828. 

Donc é±£ 4. 1=1 = J = o», 7 6i5 , 

2 2. 

2 2 

Maintenant pour" déterminer le côté c, on aura la 
proportion 

*in£:$inC:: b : c, • 
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d'où 

_ b XsinC 
C — smB ' 
et le :±= 16 + 1 sin C — l sin £; 

or , li t=:l 17,803 = i,25o493fl 

1 sinC = 1 sin o*,8426t== 9,9865885 

comp.arith. Isin2?==.comp.arith.lsino',5959=:o,254657a • 

— » ■ -à 

somme ou le — l A7 l 7^B 

qui répond , dans les tables , à 29 m ,63o = c. 

3 e . Connaissant , dans le triangle ABC, les trois côtés 
n , b , c , trouver V angle vtf. 

Soit at==29 ,rt ,o37, ô= i8 w ,745 , c= i3 m ,782. 

Suivant le numéro 38 , on ajoutera les trois côtés a , 
5, c, entre eux , ce qui donnera 61 ,562 , et de la moitié 
30,781 on retranchera successivement b , c;*il viendra 
pour restes 12,038 et 16,999 : on aura ensuite 

1 16,999= * i,23o4234 

1 ia,o38 = i,o8o5543 

comp. arith. 1 18,745 = 8,727160^ 

comp. arith. 1 13,782 = 8,8606878 

somme « . 1 9,8988264 

dont la moitié ou 1 sin \ A = 9,9494*32 

qui, dans la table, répond à o* ,6q$j z=z ± A : donc 
^ = 11,3974. 

4o. Un ouvrage de la nature de celui-ci ne saurait* 
comporter le détail des applications dont la Trigonomé- 
trie rectiligne est susceptible ; je me bornerai à iiidi-* 
quer la solution de trois questions que Ton peut re- 
garder comme la base de Fart de lever les plans. 

Voici l'énoncé de la première. 

Étant donné de grandeur et de position, sur un plan, 
une ligne AB ,Jig. 17 , déterminer, par rapport à cette f 'g- x 7- 
Trigonométrie. 7 édition. 4 
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ligne y la position d'un point C, situé dans le même plan; 

ou , ce qui revient au même , trouver les distances 

ACerBC. 

Pour la résoudre , il faut mesurer la ligne AB , qui 
«3t la base de l'opération , et les angles CAB et CBA 
Compris entre cette base et les lignes qui en joignent 
les extrémités avec le point inconnu C ; les distances 
cherchées AC et BC , se calculeront alors d'après la 
*ègle énoncée dans, le n° 34; et lorsqu'on les aura 
trouvées , on construira , au moyen d'une échelle de 
parties égales , sur les trois côtés donnés , le triangle 
ABC, qui fera connaître la position .respective des 
trois points A , B et C (*).| 

On pourra ensuite ,. par la résolution du triangle rec- 
tangle ACP, dans lequel on connaîtra le côté AC et 
l'angle CAP , trouver la longueur, de la perpendicu- 
laire CP , abaissée sur AB., ou de la plus courte di- 
stance du point Ck la ligne AB, et la grandeur du seg- 
ment AP. Ces données serviront aussi à marquer la 
position du point Cà l'égard de la ligne AB. On trou- 
verait de même la situation d'un point D, qu on pour- 
rait apercevoir en même temps de deux quelconques 
des trois points A , BetC. 

(*) Je. n'insiste point sur l'opération de 1» mesure des angles, 
parce que la vue des iristrumens que Ton y emploie en apprend plus 
que tout ce qu'on peut dire à cet égard ; et que pour concevoir la pos- 
sibilité de cette mesure, il suffît d'imaginer que l'on ait place sur le 
pointa le centre d'un secteur de cercle, dont les rayons soient 
dirigés suivant les côlés AB et AC de l'angle qu'on se propose de 
connaître. Ceux qui voudront se livrera la pratique de la levée des 
plans, pourront consulter le Traité de Trigonométrie de Cagnoli, 
-l'article Levée des plans , dans le Dictionnaire de Mathématiques 
de l'Encyclopédie mé'l odique, le Traité aV Arpent âge de M. Lc- 
fèvre, et enfin les Traités de Géodésie et de Topographie de 
M. Puissant, dans lesquels se trouvent les méthodes les plus exactes 
et les plus propres aux grandes opérations trigonome triques, ain&i 
qu'aux opérations de* détail. 
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4i • Lorsqu'on a déterminé immédiatement le point Û 
par rapport à la ligne AB , en mesurant les angles DAB, 
t>BA, on a tout ce qu'il faut pour connaître la di- 
stance réciproque des points C et D ; car ayant résolu le 
triangle DAB , de même que le triangle CAB, et re- 
tranché ensuite l'angle DAB de l'angle CAB , on con- 
naît alors , dans le triangle CAD , les deux côtés AC 
et AD, et l'angle CAD qu'ils comprennent : l'applica- 
tion des règles du n Q 35 donne les deux autres angles 
DCA , CD A, et le troisième côté CD, qui est la di- 
stance cherchée. L'angle DCA donne la position de la 
droite CD \ et en considérant AC comme sécante , la 
comparaison des angles DCA et CAB fait voir quelle 
est l'inclinaison de CD à l'égard de AB. 

En partant des points C et D , et considérant alors 
la droite CD comme une nouvelle base , on pourra dé- 
terminer de nouveaux points, que l'on n'apercevait 
pas des deux premiers A et B \ et continuant ainsi de 
proche en proche , on fixera la position respective de 
tous les points d'un pays : c'est ainsi qu'a été construite 
la carte de France , dirigée par Cassini. 

4a. La seconde question dont j'ai à m' occuper, n'est 
que la première rendue plus générale , en supposant 
que le point à déterminer soit situé hors du plan sur 
lequel se trouve la ligne AB. Soit C ce point , et ABC r 
le plan qui contient la ligne AB,fig. 18 : la position Fig. 18. 
du point C sera connue , si l'on a celle du pied C de Sa 
perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan-^/fC, 
et la longueur de la perpendiculaire CC qui marque de 
combien le point C est élevé au-dessus de C , qu'on nomme 
sa projection. Dans ce cas } les angles CAB et C BA ne 
sont plus ceux qu'on mesure, mais on prend à leur place 
les angles CAB et CBA , situés dans le plan CAÉ , 
passant par les lignes AC t\BC, menées des points don- 

4 
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nés A et B , au point demandé; etpour fixer la position 
dé ce plan, on mesure en outre l'angle DBC que fait 1^ 
ligne CB avec la ligne BD, perpendiculaire au plan ABC % 
etparconséquentparallèleàla droite CC (*). On résout 
le , triangle CBA comme dans le n° précédent , puis- 
qu'on y a encore' les mêmes données ; ensuite , dans le 
triangle CBC , rectangle en C , on connaît l'hypoté- 
nuse CB et l'angle CBC, qui est la différence entre 
l'angle droit DBC et l'angle mesuré DBC: on calcule 
les côtés CC et CB. Le premier est la hauteur du point 
C au-dessus du plan CAB > et sert , conjointement 
avec le côté AC, à déterminer AC par lé moyen du 
triangle CAC , rectangle en C. Cela fait, on a les 
trois côtés du triangle CAB y et le point C est pat 
conséquent donné. 

43. C'est pour plus dé simplicité que j'ai supposé la 
ligne AB dans le plan auquel on rapporte les points à 
déterminer ; lorsqu'elle ne s'y trouve pas , il faut ob- 
Fig. 19. server de plus l'angle DBA,jig. 19 , qu'elle fait dans 
ce cas avec la ligne DB perpendiculaire au plan A r BC ', 
sur lequel on veut rapporter le point C. Cela fait, on 
calcule d'abord , comme ci-dessus , les côtés AC et BC 
du triangle ABC , les côtés CC et CB, du triangle 
rectangle CBC ; puis dans le triangle BA f A , rec- 
tangle en A' , où on connaît AB , et l'angle ABA f , 
complément de l'angle observé DBA, on calculé BA' 
et AA'. 

Maintenant , si Ton conçoit AC" parallèle à A'C % 

m »■ 4 ». 1 ' " — '■ ■ ' ' "" ■■ ■ '■ 

(*) Lorsqu'il s'agit des points places sur la surface dé la terre , on 
choisit pour le plan -<42?C un plan horizontal; les lignes CC et BD 
sont alors verticales; leur direction est donnée par celle du fil- 
a-plomb; le plan C CB qui passe par ces lignes est vertical, et 
se trouve détermine par le point C , qu'on aperçoit du point B 9 
et par la ligne DB, La ligne CB est une ligne horizontale com- 
prise dans ce plan. 
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il en résultera le triangle ACC y rectangle en C" y dana> 
lequel on connaîtra AC, côté, calculé du triangle ABC, 
et CC" , différence entre les lignes CC et CC" ou AA\ i 
calculées précédemment ; on pourra pa* conséquent cal* 
culer AC ou A! C . Voilà donc le triangle BAC y dé- 
terminé par ses trois côtés, comme l'est le triangle BA'C, 
dans le n° précédent. 

44» En prenant arbitrairement les côtés BC et BA , - 
et suivant la marche que je viens de tracer , on peut 
calculer le triangle A?CB , dans la vue de connaître 
tangle CBA f , formé par les lignes BC et BA C qui 
sont, sur le plan A'BC t les projections des rayons 
visuels BC et BA menés du point B aux points A et G 

L'angle CBA f compris entre ces projections , est 
l'angle CBA réduit , du plan incliné dans lequel U 
se trouve, au plan A'BC sur lequel on rapporte les 
objets , et qu'on choisit communément horizontal. Je 
donnerai dans la suite (02) une seconde manière de ré- 
duire un angle d'un plan à un autre; mais le : plus sou»- 
vent , comme les deux plans que Ton considère sont peu. 
inclinés entre eux , qu fait cette réduction par des mé- 
thodes approximatives beaucoup plus courtes : on en a 
même dressé des tables, 

f Pour le présentée me bornerai à faire remarquer que 
si l'on observait aussi au point A, les angles EAC y EAB y 
et que l'on, réduisît par leur moyen l'angle CAfi.à. 
l'angle CA'B , puis que Ton calculât A r B , en mul- 
tipliant AB par le cosinus de l'angle ABA' ou le 
sinus de l'angle DBA , connaissant alors immédiate- 
ment les angles CBÀ[ A CA'B et la droite A' B ,, la 
détermination du point C rentrerait dans ce qui a été 
dit au d° 40., ' 

La réduction au plan horizontal , n'est pas la seule 
qu'on a^it à faire aux angles.observés : il arrive rarement 
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qu'on puisse se placer aux points remarquables qu*bi* 
choisit pour sommets des angles, et qui sont ordi- 
nairement des pointes de clochers , des tours : il naît 
*le là une nouvelle réduction qu'on appelle réduction, 
des angles au centre de la station. Il faut consulter 
sur ce sujet, comme sur toutes lès attentions minu- 
tieuses qu'exigent les grandes opérations trigonomé 1 - 
triques » l'ouvrage de M. Delambre , intitulé Méthodes 
analytiques pour la détermination d'un arc du méri* 
dien, et les Traités de M. Puissant, déjà cités.. 

45. La troisième question que je dois résoudre ici , a 
pour objet la détermination d'un point par l'obser- 
vation des angles compris entre les droites menées d* 
ce point à trois points donnés ; et elle se présente 
comme un des moyenp les plus commodes pour placer 
sur un plan ou su* une carte , un point qui ne s'y 
trouve pas marqué. 

Lorsqu'on la considère dans le cas le plus général, 
elle se rapporte à la Géométrie dans l'espace , et j'en 
ai donné la solution graphique dans le Complément 
desÉlémens de Gépmétrie; mais quand les trois angles 
sont dans un même plan , il y en a toujours un qui est 
la somme ou la différence des deux autres, en sorte qu'il 
suffit d'observer ceux-ci pour en conclure le premier ; 
et on peut ramener les autres cas à celui-là , en se 
servant de la réduction des angles au plan horizontal , 
enseignée dans le n° 6a. 

La solution graphique de ce cas consiste à décrire 
p& ao. sur les lignes AB et AC ,Jig. 20, qui joignent les trois 
points donnés A, B, C , deux segmens de cercle 
capables des angles BDA % CD A, observés au point 
cherché Z>, entre les points A et B , A et C. Les cir- 
conférences des cercles se couperont d'abord au point A 
qui leur a été rendu commun par la construction , et 
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ensuite au point D, qui sera évidemment 1« point de- 
mandé, _, 

Je n'entrerai poiot dans la discussion des. ditte-. 
rens cas que peut présenter le problème , relativement 
aux diverses situations respectives des points donnés jt, 
B 9 C,et du point cherché D -, je me bornerai à faire 
remarquer que la somme des angles observés BDA» 
CD A, indique si l'on est placé dans le triangle ABC ^ 
ou en dehors. Dans le premier ca 8 , elle surpasse deu* 
droits ; dans te second , elle est moindre ; et si elle 
était précisément égale à deux droits , on serait placé 
sur la ligne BC. Cela est trop facile à prouver pour; 
que je m'y arrête. 

Voici une des manières d'appliquer à ce problème 

le calcul trigonométrique. Les données sont les parties 

du triangle BAC, et les angles observés BDA çt CD Ai, 

je ferai en conséquence 

AB—a^ AC—b % BDA^* U CPA=fi, BÀCzzzy , 

et je prendrai pour inconnues 

ABD^x, ACD—y; 

parce que ces gagles étant trouvés, on en connaîtra 

deux avec un'c§té x /dans chacun des triangles BAD et 

DAC dont on pourra alors calculer toutes les parties 

(34). Cela posé , les triangles BAD et DAC donneront. 

sin BDA l sin ABD V. AB l AD, 

sin CD A : sin ACD y. AC : AD , 

, . .^ asinx 

01* sin « : sm x :: a ; AD——. , 

^ sin* 

„^ ftsiny 
énfilsmy ::■*■: AD=^j; 

on conclura de 1£ l'équation 

a sin a? isinv 

«r-ï ; = -n; -*- , 

sin « sin fi 
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qui revient i 

a sin /S sin x — - 6 sin « sin y = o,' 
Alais, dans le quadrilatère ABDC, on a 
^CZ>=4angl.droits— ADB—ADC—rBAC—ABI> ± 
d'où ^ = 4 attgl.droits — *— £ — y— a:; 
faisant pour abréger 

4angl. droits — * — /S — y=^, 
il viendra y = <f — x , et par conséquent 
a sin /* sin a: — b sïû de (shr ^côs £ *- cos J sin #) =a: q .j. 
divisant tout par sin x 9 on obtiendra 

asm /S— -b sin- f sin**-: — cos^ 1=0,. 

\ sin a? / 

d'où en conclura 

cos x a sin /S -+- b sin «e eos ^ 

-, =COtj?= • r— : — -r • 

sin x b sm « sin d> 

$i l'on partage cette expression en deux parties, on aura 

0siri0 , mtâ- 

COt « = t— : r— s; + ^—fr > 

£sm*sin/ san *° f 
TiiivVq 
cns£/ a sin £ - \ 

du bited eot- x=z -: — r f i ? + ii, 

sm d" \b sin « cos J 1 / 

ou enfin 

K / asin£ . \ 

G0t£=COt*l t— : k+1 U 

V> sin* cos** / 

Voilà la question résolue , puisqu'avec l'angle x , 
on a l'angle y. 

Note sur le Nivellement. 
Il et utile de remarquer comment , par le moyen du triangle 
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rectangle ABA \fig. 19, on a déterminé, dans le n % tfl , la bau- Fig. 19* 
teur AA f du point A au-dessus du point A' qui lui correspond 
dans le plan A'GB\ parce que si ce dernier est horizontal , 
la ligne A A' est alors la différence de niveau entre le point A 
et le même pian, et par conséquent aussi entre le point A et H 
point B. 

L'opération qui fait connaître cette différence , est nommée 
nivellement; elle s'exécute de plusieurs manières, suivant la na- 
ture des instrumens qu'on y emploie , et l'étendue des espaces que 
l'on considère 5 mais son but est toujours de déterminer de com- 
hien un point est plus élevé ou plus bas qu'un autre , dans 
te sens vertical , ou perpendiculairement k la surface ter- 
restre» Il existe des traités spéciaux de nivellement, auxquels je 
renverrai le lecteur 5 mais je dois dire iei que depuis qu'on possède , 
dans le cercle répétiteur, un instrument portatif propre à mesu- 
rer les angles avec la pins grande exactitude , on peut , comme 
je l'ai indiqué n? 43 > trouver immédiatement la différence de 
niveau de deux points, par la mesure de l'angle que fait avec la 
verticale passant par l'un de ces points > la droite qui les joint. 

J'ai supposé dans le texte les dçux droites DB et ^^.paral- 
lèles entre elles; mais cette, circonstance n'a lieu pour les verticales 
que dans un espaee assez petit, à cause de la convexité de la sur- 
face terrestre. En la supposant sphérique, ce qui est à très peu 
près exact, les verticales concourent au centre C, comme le 
marquent les lignes AC et BC. fig* ?\ ; la ligne BA f , perpendi- Fig. Sé- 
culaire à BD, sera seulement tangente »u peint B de la surface 
terrestre , et la différence de niveau , suivaat la définition donnée 
ci-dessus , sera A* et non pas AA'j c'est-a-dire la différence entre 
les côtés BC et AC du triangle) ABC, dans lequel on connaît 
le coté AB mesuré, le eô\té BC égal au rayon moyen de la terra 
et de 6^ 366 198 mètres, enfin l'angle B compris entre ces côtés, 
et supplément de l'angle observé DBA* Cela pose, si l'on prend 

BC=a, AC=*b, AB=zc, 
on obtiendra (36} 

b = Va'+c a — lac cos J? ; 

et comme c est toujours fort petit à l'égard de a, je donne à cette 
expression la forme 

i c— <ïacQosB\\ ( ,*c/c »Mr 

Faisant ensuite, pour abréger, — - — cos B=zm } puis développant 
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par la formule du binôme, il viendra. 

et la ligne cherchée A*, étant égale à b — a, je supposerai b = a -f-/. 
d'oii il résultera , après la réduction , 

/=c/»— f H etc. 

a 

La quantité m et ses. puissances se calculeront facilement pa$ 

les. logarithme», en prenant -^ = cos.5', par-ee qu'alors 

1 — cos J%= cos-B**- cos B^=z a sin \{B -f-2F) sin £ (i? — ^J. 

Quand l'angle B est droit, la ligne 2W se confond avec BA r ; 
et si l'on considère alors le point a', intersection de BA f et du- 
rayon AC t on ac = 5*', et ^devient «ta', c'est-à-dire la distance 
entre le point a! pris sur la tangente et le point * qui lui cor- 
respond sur la surface terrestre, ou la différence entre le ni- 
veau, apparent et le niveau réel. Pans ce cas m == — ; ain% 

aa oa 3 

eequi fait connaître la quantité dont la surface- terrestre. s'abaissa 
au-dessous de sa tangente, à une distance c du point de contact. 

Le plus souvent on rapporte d'abord le point A en A\ sur la 
tangente BA? 7 puis , à cause de la petitesse de l'angle C 9 on 
regarde les droites A A? et A% comme se confondant, et on prend 
pour A«.\& somme des droites A A' et **'. ' 

On peut se passer de mesurer la distance AB , ponrvn qu'on 
observe l'angle EAB en même temps que l'angle DBA. On con- 
naît alors, dans le triangle ABC, les deux angles B et A , sug^ 
plémens des angles observés , et on a (35) 

& — a _ tang}(^— B) 

b-ha~~ Vdn%ï(A-hBf 

Faisant , pour abréger , — ■ h a T «; = *P * et J = fl+/, on. 
' r ° 'tang^^ + JÎ) 

trouve 

^ t 2/7TO 

t— -— l=to, ou <f= > 

aa -f- «T i — m 
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or — — • =s i -f. m «+• m * «+• etc. (Élém . d'Atgèb.) : 

clone ^== ïam -t i H-?» -f. ro a 4-ctc. 1 , 

s^rie très convergente quand les angles A et B approchent d'être 
droits. Le premier terme zam suffira le plus souvent. 

Quand on opère avec exactitude, il faut corriger le* angles 
JEAB et DBA de la réfraction qu'éprouvent les rayons de lu- 
mière en traversant l'air, de A jusqu'en B j mais j'ai principale- 
ment rapporté les deux gnestions précédentes pour servir d'exemple 
de l'application des séries k la résolution approchée de certains cas 
des triangle* 
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CHAPITRE IL 

Z?e /d Trigonométrie sphërique. 

46. 1-JE8 triangles spfeériques que l'on calcule ordi- 
nairement, sont ceux que forment , sur la surface de 
la sphère , trois grands cercles qui se coupent deux 
à deux. Un tel triangle détermine toujours un angle 
trièdre*, et réciproquement, d'un pareil angle on déduit 
fîg. aa. aussi un triangle sphérïque. En effet, soit ABC y Jlg. aa , 
un triangle sphérique quelconque , et que Ton ait 
mené de chacun de ses angles , au centre de la sphère 
dont il fait partie , les rayons AS, BS , CS\ les plans 
ABS y ACS, BCS, seront ceux des grands cercles sur 
lesquels sont pris les arcs AB, AC> BC, côtés du triangle 
proposé , et ces arc? mesurent les angles rectilignes 
compris sur chacune des faces de l'angle trièdre S ABC, 
entre ses arêtes SA et SB , SA et SC, SB et SC. L'in- 
clinaison de deux plans se mesure , comme on sait , par 
l'angle rectiligne formé par deux droites menées dans 
chacun de ces plans , par un même point de leur com- 
mune section , perpendiculairement à cette ligne : il suit 
de là que si, parle point A, on tire les droites AI et AK , 
perpendiculaires l'une et l'autre à AS, mais la première 
dans le plan CAS et la seconde dans le plan BAS , 
l'angle rectiligne IAK mesurera l'inclinaison de ces deux 
plans. Il est d'ailleurs aisé de voir que la ligne AI sera 
tangente à l'arc AC, et que AK sera tangente à l'arc 
AB) et comme on prend pour l'angle que forment deux; 
lignes courbes, celui que comprennent les tangentes me- 
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nées au point où elles se rencontrent, l'angle IAK sera 
donc aussi Ja mesure de l'angle fait par les arcs AC et 
A3. Il en serait de même de chacun des deux autres 
angles du triangle; les inclinaisons des faces de l'angle 
trièàreSABCont donc la même mesure que l'angle cor- 
respondant du triangle «pbérique BAC Le triangle sphé- 
rique et l'angle trièdresont composés par conséquent de 
six parties qui se correspondent, savoir : les trois côté* 
du triangle qui répondent aux angles des arêtes de l'angle 
trièdre, et; les trois angles du triangle qui répondent aux 
inclinaisons réciproques des faces de l'angle trièdre. 

Euler, qui s'est occupé à plusieurs reprises de la Tri- 
gonométrie sphérique , pour la présenter sous des points 
de vue nouveaux , a donné, en 1779*, un Mémoire que 
l'on peut regarder comme un traité complet de cette 
branche de Mathématiques. Sa forme, entièrement 
analytique , m'a engagé à le présenter à mes lecteurs , 
en y faisant les changemens nécessaires pour ne l'ap- 
puyer que sur un seul principe , et simplifier quelques 
résultats (*). 

47. Tout ce que j'ai à dire sur les triangles sphérï- 
ques repose uniquement sur la construction suivante , 
qu'il est par conséquent important de bien saisir. 

De l'angle C du triangle ABC , on abaisse une per- 
pendiculaire CD sur le plan ASB du côté BA opposé à 
cet angle \ du point D on mène les lignes ED, DF, res- 
pectivement perpendiculaires, sur SA et SB; on tire les 
lignes CE et CF, qui seront respectivement perpendicu- 
laires aux lignes SA et SB (Géomét. 20a). 11 suit de là 

' " y ' ..... » . . -i ■ y 

(*) Acta Acadenùœ Scientiarum Petropolitanœ , anno 1779 f 
pars prior ; -voyez aussi le Développement de la partie élémen- 
taire des Mathématiques , par Bertrand, Genève, 1778. (T. II, 
page 576) et le traité que M. J. L. Hcstercaaun a publie à Vienne 
en i8ao, «ous le titre de Trigonometriœ sphericce leges et formula: 
methodo merè an a ly tic a demonstratœ. 
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que les angles CED et CFD mesurent les inclinaison» 
des plans CSA et CSB , sur le plan ASB , ou , ce qui 
est la même chose, donnent la valeur des angles AetB 
du triangle sphériqlie ABC» Je désignerai dorénavant 
les angles de ces triangles par la lettre placée à leur 
sommet , et les côtés qui leur font opposés , par une 
lettre semblable , mais prise dans le petit alphabet ; ici , 
comme dans le numéro 3i, le côté BC opposé à l'angle 
A> sera nommé a, et ainsi des autres. Le rayon des ta* 
blés étant supposé égal à l'unité > on aura alors 

CE = sin CA = sin b , SE = cosCA = cos b> 
CF = sin CB = sin a , SF=l cos CB = cos a. 

Dans le triangle rectiligne CDE , rectangle en D, et dont 
l'angle CED = A , on trouvera 

CD = CE sîn CED = sin b sin A 9 
DE t=z CE cos CED = sin b cos A. 

Par le triangle rectiligne CDF pareillement rectangle 
en D , et dont l'angle CFD = B , on obtiendra 

CD = CF sin CFD =±: sin «z sin #, 
ZXF = CF cos CFZ> = sin a cos 5. 

Les deux expressions de la ligne CD , étant égalées 
entre elles , donnent d'abord 

sin b sin A = sin a sin 2T. . . k . (À) , 

résultat qui est , par rapport aux triangles sphériquet, 
l'analogue de celui du numéro 3a. 

Il est évident qu'on doit avoir de même les deux 
équations suivantes : 

sin c sin A=: sin a sin C, 

sin c sin B ■=. sin b sin C. . 

Maintenant, par le point E 9 je mène. EG perpen- 
diculaire suç SB, et par le point D, je tire D/J parallèle 
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à SB -, je forme de cette manière un triangle rec- 
tangle HDE, dans lequel HED = ASB , puisqu en 
retranchant l'angle GES de l'angle droit SED t on a 
pour reste HED , et que l'angle ASB ou ESG est aussi 
la différence entre un angle droit et l'angle GES. De 
la résolution du triangle EHD , on déduira par con- 
séquent 

HD = DE sin DEH = DE sin c = cos A sin 6 sin c ; 

mais SF = cos a = SG-f GZ^SG-r-SD , et SG 
t= SE cos JE5G = cos b cos c : on aura donc 

cos a = cos b cos c -f- cos -^ sin i sin c , 

équation qui exprime la relation qui existe entre le 
côté a, les deux autres côtés b et c, et l'angle qu'ils 
comprennent. 

Il est évident qu'en considérant en particulier chacun 
de ces derniers , on trouvera de même deux équations 
semblables à la précédente ; et Von formera de cette 
manière, entre les six parties du triangle ABC, les 
trois équations 

cos a = cos b cos c + cos A sin b sin ci 

cos 6 =x cos a cos c + cos 2? sin«sinc>. ... .(B). 

cos c s= cos a cosi -f- cos C sin a sin A 3 

48. Ces trois équations renferment implicitement les 
équations (A). Pour s'en convaincre, il suffit de prendre 
les valeurs Qu'elles donnent pour cos A> cos B } cos C , 
et-de les substituer dans les équations 

sin^*=i — cos^ a > 
sin B* = 1 — ^cos Z* a , 
sin C a = 1 — cos G*. 

Oa trouve, par la première de celles-ci > 
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. cos a* — ^cos^cosicosc-J-cosi*.co8c* : 

S1H JW= 1 — : — 7T-- 1 

sin o swt* . i 

sin ft*sin r* — cos c a -+- s cos a cos Jcos c — cos è* cos c* 
* sin A a sine* 

(i — cosÔ û )( i — cosc*)— <;osè a co8c^— cosa a +2cosacos6cost 

*"~* sin 6* sine* 

î — cos a a — cos à* — cos c ft + 2 cos a cos b cos c 
™ gin b* sin c a 7 

multipliant les deux termes de cette fraction par sin a% 
et prenant ensuite la racine quarrée , on obtiendra ' 

. . y î— <-cosa A — cos6 a — co»c a +acosacosicosc 

an -rf=sin a X ■ ■ . , s * 

sm a sin b sm c 

Si , .pour abréger > on représente par Af la quantité qui 
multiplie sin a dans le second membre de cette équation , 
on aura sin A es M sin a : 

on trouvera de même 

sin B — M sin J, sin C = M sin c ; 

et par ^élimination de M , on retombera sur les équa- 
tions (À). Il est à propos de remarquer que les trois côtés 
a, 6, c, entrent tous de la même manière dans l'exprès* 
sion de M , car c'est pour ceJa qu'elle est commune aux 
yaleurs des sinus de chacun des angles (*). 

Les équations (/?) suffiront donc pouf résoudre un 

(*) En désignant par N le numérateur de la quantité M, par y, 
fi, a, trois arêtes co mi g nos d'un té'raèdre quelconque , et par «, b, 
c, les trois angles qu'elles forment, il résulte d'un Mémoire 
d'Euler , que le volume de ce tétraèdre est égal à 5 ctfiy x -* N, et qne 
-iV revient à 

l/sin | {a+b -f- c) sic \ {a+b — c) sin J- (a -H c — &) sin ~ (A -+- c — a). 

Dans le tétraèdre S ARC, a = j3 = y = 1 ; son volume est donc 

égal 5 \ JY. (Voyez les iVapt Commenta rii Acad. Petropolitaïiœ, 

T. IV , pag. 160, et le 6« cahier du Journal dç l'École Poty- 

' technique, pag, ¥}Q.) 
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triangle sphtrique quelconque , lorsqu'on connaîtra trois 
de, ses parties , eu observant que le sinus et le cosinus m 
doivent être regardés que cornus^ une seule inconnue , 
puisqu'on peut toujours exprimer l'un par l'autre. 

L'application des équations (B) auxdifférens cas qui 
peuvent se présenter , devient plus facile , au moyen 
de quelques transformations que je vais effectuer. 

49. On peut y changer les angles dans les côtés qui 
leur sont opposés, et réciproquement , en observant de 
donner le signe — aux cosinus. Pour le prouver , il faut 
tÉHniiner cos a des deux dernières, au moyen de la 
première; on trouvera 

tcos b =cos b cos c a -f-cos A sin b s sin c cos c-f-cos/fain a sine, 
ces i=cos b*cos c-f-cos A sin b sin ceps 6+co^Cain a*ia&* 

En substituant dans ces résultats 1 — sin c* à cos c* , 

1 — sin b* à cos à* , ils se réduisent; le premier devient 

divisible par sin c , le second par sin b ] et ils peuvent 

ensuite s'écrire ainsi : 

cos B sin a = cos b sin c — cos A sin b cos ci 

cos C sin a = sin b cos c-— cos A cos b sin c J* " * ^ 

Si Von multiplie la deuxième de ces équations par cos A, 
qu'on l'ajoute à la première, et que l'on substitue 
1 — sin ^ a au lieu de cos A*, on obtiendra 

sin tz (cos B + cos A cos C) =sin A* cos b sin c ; 

mais il suit des équations (A) , que sin c sin ^=jsin a sin C; 
faisant la substitution de cette valeur dans le second 
membre de l'équation ci-dessus , elle deviendra divi- 
sible par sin a, et l'on aura pour résultat 

cos B + cos A cos C = cos b sin A sin C, 

ou , ce qui est la même chose, 

cos B =— cos A cos C -+• cos b sin A sin C» 

En rapprochant cette équation des équations (B) h on 
Trigonométrie. 7 e édition, 5 
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voit qu'elle se déduirait immédiatement de la seconde ; 
en changeant les grandes lettres en petites, etrécipft- 
queorent, et en affectant tous les cosinus du signe *—; En 
effet, en opérant ainsi , il vient 

— cos B = cos A cos C-— cos b sin A sin C, 

équation qui rentre dans la précédente lorsqu'on en 
-change tous les signes, 

La relation qu'a l'angle B avec les deux angles A, C, 
et le côté b qu'ils interceptent, existe nécessairement 
dans chacune des combinaisons semblables d'angle* et 
de côtés : on a donc en même temps les trois équations 

cos A =±— cos B cos C + cos a sin B sin Cl 

cos 2? = -— cos -//cos C <+> cos b sin A sïn c\. . . . (B'); 

cos C = — cos A cos B -f» côs c sin A sin B ) 

5o. Il faut remarquer qu'en prenant les cosinus néga- 
tivement , on passe des arcs a^^c, et des angles A, B, C, 
à leurs supplémens , puisque — cos A = cos (2* — A), 
— 1 cos a — cos (2? — a), et ainsi des autres (23). Si l'on 
substitue ces valeurs dans les équations ci-dessus , en fai- 
sant JpouraWéger, 2? — A=A',&* — a=za' , etc., elles 
prennent la forme 

cos A = cos B' cos C + cos a' sin ff sin C ] 
cos J5' = cos -rf' cos C + cos V 
cos C = cos A cos 5' -+• cos c 

parfaitement semblable» à celle des équations (B) , etelles 
appartiennent par conséquent à un triangle sphérique 
dont les côtés sont A , B' , Cf , et les angles ci ', V , c . 
tin tel triangle a donc ses angles mesurés parles supplé- 
mens des côtés du triangle ABC , et ses côtés mesurent 
les supplémens des angles du même triangle : il est dési- 
gné, dans les livres de Trigonométrie, sous le nom de 



a! sin 2P sin C } 
V sin A'sxn C>; 
c sin A sin B') 
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triangle supplémentaire ; et on prouve que les sommets 
de ses angles sont les pôles des côtés du premier, et vice 
versa (*). 

5i. Les équations obtenues dans le n° 49 > sous la dé- 
signation (C) , qui renferment cinq parties du triangle 
sphérique^Z?C, peuvent se transformer en d'autres qui 
n'en Contiennent plus que quatre. Il faut pour cela sub- ' 

,. , . , , .. sin & sin u* 
stituer . au lieu de sin a , dans la première , : — 5 — , 

. _ . sin c sin A , , N ^ cos p 

et dans la seconde, — «—7; — (47); et comme -t— ~ = 
' ainC w/ sinp 

cot p , on trouvera alors ! 

„ cos b sin c — cos A sin b cos c " 

,cot B = ■ . — Â . , * 

sin ^ sin b 

~ sin £ cos c — cos -^ cos b sin t 
cot C = 



sin «^ sine 



CD)." 



Il est facile de former, à l'inspection de ces valeurs ,' 
toutes celles qui leur sont analogues, en y permutant les 
lettres d'une manière convenable; mais il importe sur- 
tout de remarquer que puisqu'elles sont déduites des 
équations (B), on y pourra chauger de la même manière 
que dans celles-ci, les côtés en angles, et réciproquement 
en affectant les cosinus et les cotangentes du signe 
contraire à celui qu'ils ont , et il viendra 



(*) La considération de ce trianglt donne les limites de la somme 
des angles des triangles sphériques qui n'est pas constante , comme 
celle des angles des triangles rectilignes* En effet, la somme des angles 
d'un triangle sphérique quelconque et des côtés de sou triangle sup- 
plémentaire, formant 6 angles droits, si l'on en retranche la somme 
des côtés de celui-ci qui est toujours moindre que 4 droits (Géom. 
089) , il restera plus de 2 droits, et moins de 6 pour. celle. de* angles 
du premier triangle. 

5,. 
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^ , Cos B sin C -f- cos a sin 2? cos Cï 
sin a sin /* 
sin B cos C 4- cos a cos 5 sin C( 

COt C = —7 r-^ . — 7: 1 

sin a sin C 

5a. Les cinq systèmes d'équations (A), (B), (B'), (D), 
(D')» donnent immédiatement la résolution de tous les 
cas qne peut offrir un triangle sphérique quelconque. Le 
premier exprime la relation qui existe entre les angles 
et les côtés opposés. . ' . 

53. On tire du second les formules suivantes ; 

cos a = cos b cos c + cos A sift b sin c f 

cos b = cos a cos c -f- cos B sin a sin c / , 

cos c = cos a cos b -+• cos C sin asin b ) 

cos a — cos b cos c y 
cos>«= 



cos2? = 



sin b sin c 

cos i— cos a cos< 



cosCs 



sin a sm £ 
cos c — cos a cos & 1 



sin a sin £ 

dont les trois premières font connaître un côté par le 
moyen de deux autres et de l'angle qu'ils comprennent , 
et dont les trois dernières donnent les angles par le 
moyen des côtés. 

54. Le troisième, syslème produit , de même que le 
précédent, six formules « qui sont : 

cos A = — cos B cos C -f- sin B sin C cos a 9 
, cos 2? = — cosytfcos C+sin^sin Ccosè, 
cos C = — cos A cos B + sin A sin B cos c|> 
cos -^ -f- cos B cos C 



cos a : 



sin Z? sin C ' 
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cos B + cos Acos €> 



cos c = 



sin.// sin £ 
cos C -f- cos ^ cos B , 



sin>/sin.# 



Les trois première» feront trouver un angle, lorsque 
l'on Connaîtra les deux autres et le côté qu'ils com- 
prennent^ les trois dernières donneront chacun des côtés 
lorsque tous les angles seront. connus» 

55. Le quatrième système , en y faisant toutes les ' 
permutations possibles , donne les six formules 

. cos a sin b — cos C sin a cos b 

cot A = — > 1) . — ttt r -^— ' — > 



cotJS = 



sin C sin a 
sin a cos i -t- cos C cos a sin b 



sin £ sin b 

M cos a sin c — cos B sin acos c . 

cot^r = ■ — y > b - . r— , 

sin /> sin a 

^ • sin a cos c — cos 5 cos a sine 
cot C= ' 



cot£ = 
cotC = 



sin B sin c V 

60s sin c — cos A sin & co,s c 

sin^sinA * 

sin & cos c -?- cos ^ cos ft sin c 

sin ^ sine ' 



pat] le moyen desquelles on déterminera deux des angles 
d'un triangle sphérique, lorsqu'on connaîtra le troisième 
angle et les côtés qui le comprennent. 

5G. Le cinquième système enfin conduit aux six for- 
mules suivantes : 
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cos A sin B -f- cos c sh\A cos B 

COt a ss : : 7- « — * » 

sin c sin A 

, sin ^ cos B + cos c cos AsinB * 

cot ft 5= . • • g > 

sine sm B 

cos A sin C + cos 6 sin -^ cos C 

COt a = — : — £-r — 3 * 

sm sm A 

sin A cos £ + cos b cos -^f sin C 

COt C =3 -. r . 7; r * 

si n sm C 
cos B sin O-f- cos a sin 2? cos C 

sin a sin 2? * 

sin B cos C -f- cos a cos 2? sin C 



cotb = 

oot c == 



sin a sin C 



qui serviront à déterminer deux des côtés d'un triangle , 
lorsqu'on connaîtra le troisième et les deux angles en^re 
lesquels il est compris. ' 

5j. Les formules conclues des systèmes , (/?) (/F) * 
(£>) et (£)'), (53 — 5S), méritent la plus grande at- 
tention , tant par leur élégance que par la propriété 
qu'elles ont de faire connaître si l'arc ou l'angle qu'elles 
expriment est moindre ou plus grand qu'un quadrant 
ou qu'un angle droit, propriété que n'auraient point 
les expressions des sinus des mêmes arcs. En effet , 
le sinus d'un a*c étant le même que celui du supplé- 
ment de cet arc , tant par sa valeur que par son signe , 
' toutes les fois que l'on ne connaît que le sinus d'un 
a*c, il n'est pas possible de savoir si cet arc doit être 
plus petit ou plus . grand qu'un quadrant ; mais lors- 
qu'on a le cosinus ou la co tangente , et qu'on sait d'ail- 
leurs que cet arc ne peut être égal à la demi-circonfé- 
rence, ce qui est le cas des côtés des triangles sphériques 
et des arcs qui mesurent leurs angles, on voit par le si- 
gne du résultat , si l'arc cherché est compris ou non 
entre xt et tf; le cosinus et la, cotangente ont le signe -^ 
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dans le premier cas, et le signe + dans le second. Si 
donc on a soin de donner aux quantités connues qui 
entrent dans v les formules rapportées ci-dessus, les si- 
gnes qui doivent les affecter, d'après la valeur des arcs 
auxquels elles appartiennent» le signe du résultat fera 
connaître Y espèce du côté ou de l'angle cherché ; c'est- 
à-dire s'il est plus petit oU plus grand qu un quadrant , 
s'il est aigu ou obtus. * 

58. Ces mêmes formules se simplifient beaucoup 
lorsque le triangle proposé est rectangle ; c'est-à-dire 
lorsqu'un de ses angles est droit. En effet, si l'on sup- 
pose que C = 1*, on aura 

sinC = i, cosC=o; 

et il viendra 

cos c = cos a cos b (53) , 

cos^costf . -«, C/ - 

cos C = -: 7-: — 5 = cot A cotZ?(54)» 

sin.* sin £ v ^" 

cos A s= sin B cos a 1 (f ,^ 

cos B = sin A cos b S 

«in a = sine stn A % sin b =^sinc sin B (47), 

, cos B \ , . ^ _ 

cot b = -.—sJ itang^ =sma taagA 

sinasin/?/ * ° 

cos A 1 fi . , . 

cot a == «.i 7 ; — -;1 Stang a = sin tang^i 

sinosin^fl ■ 



cos 



&co,^ (56), d'où ^ 



cot c = : — ; — 1 Itang b — cos A tang c 

sin 6 I ■ 

cosacos/?! . Dx 

cot c = : 1 I tang a = cos ZJ tang c 

sin a / \ * 

et en ne prenant, parmi ces. formules, que celles qui 
diffèrent essentiellement, on aura les six que voici : 
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cosc = cosa cos b, 

COSC zz: COtAùOtB 9 

sin a = sin c sin A , 

. tang a = sih b tang A , 

tang a ±=.c©s B tang c, 

cosA^&inBcosa, 

qui , par les renversemens dont elles sont susceptible* , 
suffiront pour résoudre les triangles sphériques rectan- 
gles en C, et dans lesquels le côté c , opposa* à langle 
droit, ae nomme hypoténuse, aussi bien que dans les 
triangles rectilignes. On obtiendrait des formules ana- 
logues pour le cas où le triangle sphérique proposé au-* 
rait un de ses côtés égal au quadrant; mais je ne m'y 
arrêterai pas. 

5g. Pour pouvoir appliquer commodément les loga- 
rithmes aux calculs des triangles sphériques., il faut 
transformer les formules des n c * 53 et 54 1 en d'autres 
dont le numérateur et le dénominateur soient décom- 
posés en facteurs ; et c'est ce qu'Euler a fait d'une ma- 
nière aussi simple qu'élégante. 

_ lt . M cosa — cos 6 cosc 

. i°. De 1 expression cos A = : — r— • -• 

1 sm b sin c 

eotflprise parmi celles du n° 53 , on tire 

cos(6 — *c\ — cosa . . 

i—cos^= . r ' -. > 

sin b sin c 

•. cosa — cos(ô-f-c) 

ï-t-COSu«=. . r . — y 

sin b sin c 
d'où il suit , à cause de ^~° *' j :=: tap 8 * A * &?) > 

y j ê cos (& — c) — cos a 

tang 5 ^ -ZoTa^ços{b + çy 
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mais cos p-r- ces q == — û sin i (p + 4) »** i (P^"4) ( 2 7) : 



donc tan S h *= ^»*'W-* + *)**W-*-"\ 

En opérant ainsi sur lés autres expressions du même' 
n° 53, on parviendra à des 1 résultais serhblables. 
a Q . Prenant dans le u° 54, l'expression 

cos A -f- cos B cos C 



cosa==- . ■ B . , y f 
sin J? sin Ç * 

on en déduit 

cos (B + C) + cos ^ 

1 — cos a = , /> ^ > 

sinzfsmt/ 

. cos ^ + cos (B~0 
1 +CQ8 a = . „ . ■ -f; , 

sin Z? sin C 

mais cos p •+• cos 9=2 cos £ (p + <?) cos £ (p — qr) (27) : 

, /— cosK^+C+^)cosi(^-f-^— Â 

donc tangla= ^ ^ (fl _ c+ ^ (ig , c ,^ 

formule que le signe— r du numérateur »e rend pas ima- 
ginaire, parce que Tare A -|-Z?+C, surpassant un qua- « 
drant, a son cosinus négatif (*)% 

{*) Euler, pour donner plus d'uniformité h ses résultats, em- 
ploie toujours les tangentes des arcs à déterminer; mais cm .peut, 
dans ce qui précède, arriver un peu plus simplement au sinus. 
1 °. On aï — cos A= 2 sin J A* (27), et par la formule 
cos/> — cos <y =s — 2 sin J {p + q) sin j(p — q) , 
pn trouve 

cos (A — «) — cos a = — 2 sin f (b — c -f- a) sin £ (A — c— *<*} j 
pu, en changeant le signe de Parc £ — c— a et de son sinus, 
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3°. Les expressions du n° 53 donnent ans* 

cos a — • cos ft cos c =s= sin b sin c cos ^ > 
cos 6 — cos a cos c = sin a sin c cos 2* ; # 

et divisant la première de ces équations par la seconde , 
en observant que , d'après les équations (A) , on a 

sin b sin B 

sin a sin^' 
on trouvera 

cos a — cos b cos c sin B cos A 

cos b — cos a cos c sin ^ cos ZT 

Si l'on ajoute ensuite l'unité à chaque membre de cette 
dernière , elle deviendra 

, cos a — cos b cos c . sin B cos ^ 

cos b — - cos a cos c sin v* cos 5 ' 

et on la changera facilement en 

(cos a 4- cos i) (1 — cos c) sin (^ + B) 

cos 6 — cos a ços c sin ^ cos B ' 

cos{b — e) — cos <r =2 sin J(«H-£ — c)sinf («-l-c— A) ; 

mettant ces valeurs dans celle de 1 — cos ^ , et prenant la raoms 
quarrée de chaque membre, il vient 

. , . 4 /sinf(<g-f-& — <?) sin-* (g + c — 6) 

Sin 7^1 = %/ : — 7—: ' 

■ V sm6 sin c 

a©. Si Ton observe de même que 

1 — cos a = a sin \ a», 
et que l'expression de cos/> ■+• cos 7 donne 

cos(5+C)-r-cos^=acosi-(J?+C+^)+cosJ-(j5-f.C— A) - 
on trouvera 



. , * /—cos\(A+B + C)cos±(B + C-*A) 

* • V siq 5 sm C 
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par la réduction des deux termes de chaque membre au 
même dénominateur. 

En retranchant l'unité au lieu de l'ajouter , on aura 

cosa— cosb cos c sin B cos A 

cos &*— cosa cos c sm A cos JS * 

d'où l'on tirera 

(cos a •*— cos b) (i + cos g) sin (2? — A) , 

cos 6 — cos a cos c sin A cos ZÊ * 

Divisant ce résultat par le précédent , il viendra 

cos a •— cos b . î + cos c sin (B — ^) 

cos a -f- cos £ î — cos c sin (B -j-A) * 

et comme, d'après le tableau de la page 34, 

cosa — cosb , , 

I «— COS C a 7 

sinp = a sin \p cos-^p, 

en trouvera 

tang £ (b •*- a) tang £ (ft + a) cot £ c* 
_ 8inj(fl— ^Q cos|(ig-^) 
"^sin i (A+.uQ coei (^ + ^)" • ' w ' 

Mais en ajoutant et en retranchant successivement l'unité 

à chacun des membres de l'équation - — = ~ — - % 

sin a smA 

puis divisant les deux résultats l'un par l'autre , oa 

parvient à l'équation 

sin b — sin a sin B — sin A 

sini + sina &inB,~^s\nA* 
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qui peut être transformée ainsi : 

tang-.CÔ-^ot.CM^^^^^— — -. 

par les. formules du tableau- de la page 34 : multipliant 
donc entre elles , membre à membre , cette équation et 
l'équation (a) > en, observant que 

tang \ \(b+à) cot l (6 + 0) = 1 (9) > 
on obtiendra 

extrayant la racine de chaque membre , il viendra 

et divisant l'équation (a^ par cette dernière, on aura 
cosi(# — J) 



tangi- (a + b)cùtjcz 



cos i{B+J) 



En se rappellant que — -- = tangp (9), on déduira? 

des deux équations ci-dessus . les expression» 

1 ri> a 1 'sin£(Z? — A).. 

.taogKi-^^taagic^^-^, 

. tangH6 + «)=tangic— ^--^ 

qui Feront connaître deux côtés d'un triangle sphérique x 
çlbnt on aura le troisième côté et les deux angles entre 
lesquels il est compris, puisqu'en désignant par V et a' > 
les valeurs des arcs b •+• a et b~-*a , il en résulte 
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4°. En prenant encore dans le n° 54 > les équations 

cos A + cos B cos C= sin B sin C cos a, 
cos B -f-cos-//cosC = sin-^sin C cos A, 

et divisant la première par la seconde , on trouvera 

cos A ■+• cos 5 cos C sîn B cos a sin b cos a 

cos Z? -+- cos A cos C sin A cos 6 sin a cos A' 

Ajoutant et retranchant successivement l'unité à chacun 
des membres de celle-ci, puis divisant les résultats Tua 
par l'autre , on en conclura comme ci-dessus, 

cos A — - cos B 1 — cos C sin (b — û) 

. cos A + cos B 1 -f- cos C sin (b'-\*a) ' 

tangi(ff — ^)tangi(^ + ^)tangiC a 

_ sin H& — a) cos j (A — a) . 

^"siniCA+ûJcosiCA-T-a)"'" 1 j ' 

„ , . sin b — sin a • sin B -•— sin yf 

et comme 1 équation - — r-: — r— = - — - — - — r — ? 

^ sin b + sin a sin Zf -f- sin yt 

employée dans la transformation précédente , peut 
s'écrire ainsi » 

*,* ^ , ,#». ^ sin£(A — a)cos£(&-f-a) 
oav sin^(A-Hr)cos~(6 — à) 

en multipliant et en divisant par cette dernière , l'é- 
quation (b), on trouvé enfin 

formules qui remplaceront les précédentes, lorsqu'on 
connaîtra deux côtés et l'angle qu'ils comprennent. 

60. En prenant toutes les variations dont les formule* 
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trouvées ri-dessus sont susceptibles , on aura 

».__ . A— \ / aia X<*+b—c) sinKa+c— b) . 
S • V aini(b+c— a) sini(a+*+c) ' 

t j. „ t / ^î(Ho-fl) sin ï(a+b — c) 
6m V a iaHa+c—b)sini(a+b+c)' 

tan? » C— • . Arni{a+c^S)8iai(b+e- ^j 
B¥ V sinHa-r-*--«OsinKa+£+<0 



h,»* -L « - t /-cos i(g+C-^)cosj(^-f B +C) 
»°S . « — y cosi(^+5— C)cosi(^+C— ^) 

rang y o _ y ^ i^ +c _^ )coâ , ( ^_ ( . 5 _ C) 

„,„„ ,' _ . / -cosj{J+B-C)c°sXJ+B+ C) 
w & ï c — y C08 1 ( ^ + c _ B) W si(B+C— J) V '* 

4 6 — a , , sini(^— ^) 
tang-^ r - = tan S ic i ^ r ^- f? 

. cos£(fl — ^ 
:tan 8» %osi(^ + ^ > 
. , sin j(C— B) 

„ c + ft . , cosi(C— 5) 

'ain iÇA-^-C)* 
. _, - t ,,cos{(J — C) 



(*) iPonr tirer ces formules de lears analogues du numéro précè- 
dent , il faut observer que * — £ — y = & — ( £ 4- > ) , <* que 
•«*>-> q) s= — sin (qr — p) , cos (p —«7; == cos fy — />), 
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a cos£(A + a)' 

• t a ng £=f = cot^ 8 44fz;-|2, 

a sin y (c + b) 

+ C + B ., .cosi(c— b) 

tang =cot^ — ^ — --£, 

A—<-C _ • sin |(a — c) 

tang—— = cot ± /? : ») ' , 

a " sin £ (a + <0 

tang— I— . =: cot i B — ±±~~-*l. 
a " cos£(a + c) 

Des douze dernières formules on déduit les suivantes ; 
qui servent à trouver le troisième angle ou le troisième 
. côté d'un triangle dans lequel on connaît deux côtés et 
les angles opposés. 
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Si l'on )oint à ces équations , les équations (A) , qui 
serviront dans le cas où Ton connaîtra deux côtés et Tutt 
des angles opposés à ces côtés , ou bien deux angles et 
l'un des côtés opposés à ces angles, on aura tout ce qu'il 
faut pour résoudre un triangle sphérique : ce qui précède 
peut donc être regardé comme formant un Traité com- 
plet de Trigonométrie sph&tque. En combinant entre 
elles les diverses formules obtenues successivement f 
on en pourrait déduire beaucoup d'autres d'un, usage 
très fréquent dans les calculs astronomiques : on doit , 
dans ce genre , à M. Delambre, des' résultats très élé— 
gans et très nombreux , et des applications importantes 
des méthodes approximatives , ou des séries , aux cas 
qui en sont susceptibles. 



(*) Ces formules et les précédentes , sont connues sous le nom 
d 1 analogies, de JJfeper, parce qu'elles se déduisent des règles donnée» 
par ce géomètre pour résoudre les triangles spbériques (Logaritk- 
• morum canonis description 
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Récapitulation des formules nécessaires pour résoudre 
un triangle sphérique quelconque. 

61. En négligeant les variations que peut présenter 
un même cas , on ne trouve que les six suivans : 

i°. Connaissant les trois côtés (a, b, c) trouver 
un des angles (À). 



Mn±(a + b — c)sjnj;(g + c — &) 

â°. Connaissant les trois angles (A , B, C ) , trouver 
un des côtés (a). 



rang . a— y cog , ( ^ + ^_ C)cog i ( ^ +c _ i?) t J- 

B*. Connaissant deux côtés (b, c) , et t angle com- 
pris (A), trouver les autres angles (B, C). 



(*) Au lieu de cette formule et de la précédente, ou emploie 
souvent celles-ci : 



cin 1 -f-- : 4/ sin 7( a ' 4 "^7 c)sin s( /ï ->- c — b ) } 
* V sin b sin c 

* -:- . - -* / -™*>{A+B + C )cos\(B+C~ J) 
***->« -\ tmBÎùC ' 

obtenues dans la note de la page 73 y et qui sont analogues à celle 
dont on fait usage pour le cas semblable de la Trigonométrie recti- 
% ligne (38). 

Trigonométrie. 7* édition* 6 
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Pour trouver ensuite le 5 iae côté (a) , voyez la for- 
mule du 6 en * e cas. 

4°. Connaissant deux angles (B , C) , et le côté com- 
pris (a) , trouver les autres côtés (b , c). 

fcour frowvei' ensuite le 3 CŒe angfe (A), voyez la for- 
mule du 5 eme cas. 

5°. Connaissant deux côtés (a, c) et un angle pp- 
posé (C), trouver l autre angle opposé (A). 

sin a sin C 



sinA — - 



smc 



6°. Connaissant dçux angles (A , Ç) et. un côté op-> 
posé (c) , trouver, l'autre côté opposé (a). 

sine sin A 
^ sin 6 

Pour trouver ensuite , dans ces deux derniers cas , 
T angle (B) et le côté (b) compris tuH entre les côtés, 
r autre entre les angles , donnés ou calculés , on chan- 
gera dans les formules du o eme et du 4 cnte cas , b en a , 
B en A, et réciproquement ; il viendra 

tang \{A + C) = 2? #^ cot {B , 

i i- . ^ cos£(^ — Q A . , 
t a ngHa+.0== c -^^^gii, 

où tout est connu , à l'exception de cot £ B et de 
tang|2r, qui seront par conséquent déterminées. 

Au moyen de, cette récapitulation et de cçlle qui ■ 
se trouve sur la page 71 , rien n'est plus aisé que de 
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résoudre un triangle sphériqùe quelconque , en appli- 
quant, d'après les énoncés ci-dessus, les lettres A 9 
B , C, a, b, c , aux angles et aux cdtés donnés et 
cherchés. Le calcul arithmétique s'effectue par l'addi- 
tion et la soustraction des logarithmes , de la manière 
indiquée dans les exemples rapportés au n° 3g ; seule- 
ment on n'y emploie que la table des logarithmes des 
lignes trigonométriques , puisqu'il ne s'agit que d'arcs 
de cercle. 

Lorsque , dans les quatre premiers cas, les circon- 
stances de la question laisseront douter si les arcs ou les 
angles cherchés valent plus ou moins du quadrant ou 
d'un angle droit, on lèvera la difficulté en recourant 
aux expressions des cosinus et des co tangentes des in- 
connues (67), Mais dans les deux derniers cas , il peut 
arriver que la question proposée soit susceptible de 
deux solutions , et l'on s'en assurera aisément en étu- 
diant la manière de construire un angle trièdre, lors- 
qu'on connaît deux de ses faces et l'inclinaison de l'une 
d'elles sur la troisième, qu bien lorsqu'on connaît les 
inclinaisons de deux face» sur la troisième", et l'angfe 
"des arêtes qui déterminent Tune des premières. Je ne 
saurais entrer ici dans ces détails (*) ; mais en voici du 
moins les résultats. 

i°. Le triangle sphériqùe ne peut exister que d'une 
seule manière avec les données a , c et C , 

lorsque C= i* ; 



C < i', 


«<!', 


c> c 


C < 1', 


o> \i, 


c > 2» — a 


C>i*. 


a < IV 


c <; a» — - 


C>i», 


a>ii, 


c<o, 



(*) Il faut consulter Je Développement nouveau de ta partie 
élémentaire des Mathématiques de Bertrand, tom. II, Trigonv 
métrie t sectw» V, ou ses Elément de Qéomtitrie, 3« partie» 

6.. 
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et il est susceptible de deux formes 

. lorsque C < 1*, a < 1*, c < a 

C<i*, a>i' f c<a* — a 

C<ou>i* as=ï*. 

â°. Avec les données A, Cet c, il hë peut avoir 
qu'une forme 



lorsque c = i« 








C>1^ 


^>»v 


C<A 




c > 1», 


^<1<> 


C<3»- 


-A 


c<i«, 


^>1', 


C>a«- 


-A 


c < 1», 


A<.n, 


C>A 




en a deux quand 








e> i», 


^>I*. 


C>A 




C>,1«, 


^<1«, 


C>a»- 


-A 


c < 1», 


^>1», 


C<a»- 


-A 


C<1», 


^<1*. 


C<^ 




c <[ou^> 


1», À-T=. 


i». 





62. Pour donner une application de la Trigonométrie 
sphérique, je choisirai le problème suivant : connais-' 
Fig. a3» san t un a ngle MSN , fig. fl3 , mesuré dans un plan in- 
cliné , et les angles que font avec une verticale SS', les 
côtés SM et SN du premier , trouver l'angle M'S'N' 
formé sur le plan M'S'N 7 , horizontal où perpendicu-* 
laire à SS', par les projections M S' et N ; S' des lignes 
MS et NS. 

Les trois lignes SS' , SM et SN , déterminent un an- 
gle trièdre dont le point S est le sommet , et dans lequel 
on connaît. les trois angles plans MSN, MSS r , NSS f ; et 
puisque la droite SS' est perpendiculaire sur le plan 
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NS'M', elle est aussi perpendiculaire sur chacune, çjes 
lignes IktS', N'S*, situées respectivement dans les plans 
S'SN , S'SM; et formant par conséquent entre elles 
un angle égal à celui qui mesure l'inclinaison de ces 
plans : le problème proposé revient donc à déterminer 
cette inclinaison. C'est ainsi qu'il se trouve résolu par 
des opérations graphiques, dans Y Essai de Géométrie 
sur les plans et les surfaces , ou Complément des Êlé- 
tnens de Géométrie , n Q 41 • 

Mais on peut obtenir Pangle cherché en le considérant 
comme faisant partie du triangle sphérique BAC formé 
par les cercles résultans des sections que l«s trois.plans 
MSN,, S'SM > S'SN, feraient dans une sphère dont le 
centre serait en S, et dont le rayon serait égal à celui 
des tables. On a dans ce triangle les côtés AB, AC y BC % 
qui sont les mesures respectives des angles donnés NS&, 
MS$*y MSN\ et l'angle demandé est précisément l'an- 
gle A .: il se trouvera donc, par la première, règle du 
numéro précédent* 

Comme exemple de calcul , je suppose qu'on ait 
pbservé ' 

l'angle MSN de 0^,7697 = BC t 
Fangîe SfSM dé ô*,5qi3 = AC , 
l'angle S'SN de o*,654a = AB. 

Ces angles représentant les côtés d'un triangle sphéri-t 
rique dont on cherche l'angle A , je £ais, 

a = 0^7597, i = o^,5gi3, c = o?,G542, 

et } ? emploie la fprmule 



• 1 v_ t / sin l (g + b — c) sin \{a + c—b) 

Sin y Jl -*— A / — — — — ; — — : — — * 

V sin sine 

(note, page 81). 

Les arcs £(? + &— c), £ (a+c-rb) se forment ei* 
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faisant d'abord la demi-somme des trois côtés a, b ^ 
c y et en retranchant ensuite chacun des côtés qui ren— 
ferment l'angle cherché (38) ; puis on prend les loga- 
rithmes des sinus de 4îes côtés, ïés complémens ^rith-r. 
métiqués des logarithmes dés sinus des restes , comnxà 
le montre l'opération ci-dessous. 

o*,7%7 
o,59i3 

© ,6543 

Sotmiië. 2*,do5â 
î>émi-iommé. 1^,0026 i*,ôô26: 

- 0,5913 o ,654s t 

i ér reste. o*,4i i3 2 e me reste. e*,3484 

1. sin o*,4n3 =± 9,7796340 | 

]. sin ô^3484 *t 9,7163989 

€onip}. arith. du 1. ain c*i5$i3 = 0,09641(8* 

Couipl. arith. du 1. sin ' o', 6 54a =± 0,0^74914 

"""" ~~ ™ Somme. 19,66984» 1 

log.sinM = 9> 8a 99 aof > 

qui, dans la table, répond à o*,47 a 54=^*> et en > 
doublant cet arc on trouve A = 0^,94508, ou seules 
ment A = 0^9461 ■> en se bornant à quatre décimales; 
tel est 1 angle M'S'N' correspondant à la valeur donnée, 
pour l'angle MSN. 
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CHAPIÎRE III. 

De V application de VÂtgebrè à là Géométrie^ 

63. !j é APPLICATION de r Algèbre à là Géométrie a 
d'abord pour but de faïrè servir les opérations algébri- 
ques à combiner ensemble plusieurs théorèmes de Géo- 
métrie pour en déduire des conséquences. C'est ainsi que- 
dans les deux chapitres précédèns je suis parvenu aux 
principales formules de là Trigonométrie rectiligne et 
delà Trigonométrie splietfquè. tJn théorème qui établit 
une relation entré plusieurs 1 lignes d*un*e grandeur àé^ 
iinïe , peuf toujours s'exprimer par une équatiorf ; et 
toutes lés transformations qu'on opère sur cette équa- 
tion , étant traduites eh langage ordinaire ,' donnent des 
énoncés qui sont des conséquences du théorème diiquel 
Qn est parti : mais ce point de vue n'offre (Jti'tine très pé-. 
tïte partie de ce que doit embrasser Pdpplicàtiori de 
l'Algèbre à la Géométrie. Cette branche des Sîathémati-* 
ques, considérée en général * tie se boçrié pas à la" re- 
cherche des propriétés de l'étendue par lé moyen des 
procédés algébriques; on y voit encore comment on 
peut représenter par ces propriétés tout ce que signifie 
une expression algébrique quelconque, ramener aans 
cesse les constructions des figures aux opérations dé cal- 
cul , et revenir de celles-ci aux premières : c'est ce que 
montreront successivement les diverses qhësflbhg frui- 
tées dans ce chapitre. 
♦ JL'écriture algébrique , si, utile pour exprimer 1*3 cpff* 
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dirions des problèmes qui regardent les nombres, n'est 
pas moins commode pour ceux qui ont rapport à la Géo- 
métrie. Ces derniers peuvent se mettre en équation 
comme les premiers, dès qu'on est parvenu à trouver 
dans leur énoncé la relation des inconnues et des don- 
nées ; mais il faut pour cela appeler à son secours quel- 
ques-unes des propriétés, de l'espèce de grandeur que 
Ton considère. 

64* Par exemple , puisqu'un triangle est déterminé 
par la connaissance de ses trois côtés , son aire doit l'être 
aussi par ce moyen , et l'on peut se proposer cette ques- 
tion : 

Connaissant les trois côtés êÇun triangle, trouver 
Texpression de son aire. 

L'aiçe d'un triangle étant égale à la, moitié du produit 
de sa base par sa hauteur , on voit d'abord que la ques- 
tion se réduit a déterminer la hauteur; et en abaissant 
dans le triangle yiBC^fig. 1 4> une perpendiculaire sur le 
rig * , *' côté AÇ, on forme deux triangles rectangles, qui four- 
nissent des relations entre les côtés AB t BC , la per- 
pendiculaire BD, et les segmens AD et CD , faits par 
cette perpendiculaire. 

ïln effet, si on désigne par c, c'^c", les côtés AB, BC, 
AC, du, triangle, p^r t le segment ^Z) et par u la per-r 
pendiculaire/?/?, les triangles rectangles ABD , BDÇ 
donneront 

AË=M>*+ AD, BC— BD + DC} 

on observera en outre que dans le premier triangle de 
la figure, 

DC=:AÇ—ADz=zc*—t, 
et dans le second, 

DC=AD — AC=zt~ c". 
En mettant au lieu des lignes les lettres qui les repré* 
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sentent, et faisant attention que (c*-?- 1 ==(*-— c*-)* f 
on formera, pour l'un et l'autre triangle, les équations 

qui , ne renfermant que deux inconnues £ et zf, en déter- 
minent les valeurs. 

Si l'on développe la seconde équation , et qu'on la re- 
tranche de la première, les ternies u* et t* disparaîtront; 
il viendra 

e a — c' a =ac"*— c"*(*), 

d'où l'on tirera 

* — J? . 

et l'équation e 9 = u fl + t*, donnant 

u=r±.\/<r— r, 

on en déduira, par la substitution de la valeur de t, 
celle de 



u = ±^/ c 



( c »_ c'*+c»*y 

o^ 

_ ^ l/4c»c*»— (c a — c /a + c "*y , 

On peut, au moyen de cette formule, trouver la hauteur 
d'un triangle quand on oonnaîtses trois côtés; et comme 
l'expression de son aire se mesure par la moitié de sa 
base par sa hauteur, on déduira de ce qui précède Taire 
d'un triangle , lorsqu'on connaîtra les trois côtés. 

La lettre u désignant la perpendiculaire abaissée sur 
le côté c" du triangle proposé , l'aire de ce triangle sera 

(*) Je ferai remarquer que cette équation , mise sous Ja forme 
c'» = c* -f- c" a — 2c"t, présente , par rapport au côté c' , ou BÇ, 
le théorème du n« 76 des Elémens de Géométrie. 
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±c"u={ y/ép*<?*— (c a — c u + c'y , 

en mettant pour u la valeur trouvée ci-dessus. 

Telle est l'expression de i aire <Tun triangle par ses 
trois côtés. Eh là considérant Avec attention, il est Fa- 
cile de voir qu'elle n'est pas présentée ici sous là forme 
la plus élégante qfu'on puisse lui flbiinér , c3r elle ne pa- 
raît pas symétrique par rapport à clutetrfr des côtés c t c\c*, 
ce qui pourtant devrait être , puisqu'en y changeant ces 
lettres les unes dans les autres , elle ne doit pas changer 
de valeur. Il suit évidemment de là qu'elle peut être ra- 
menée à ne contenir que des combinaisons semblables 
des lettres qu'elle renferme; et Ton atteint ce but en 
observant que la quantité fc % c"* — (c a — c' a +c" a ) a , étant 
la différence de deux quartés , se décompose dans les 
facteurs 

zcc" -+- c* -f- c" 2 — c'% ace* — c a — ç° k + c' a , 

qui reviennent à 

ic+cy—c*, — (c— o-+^ 

et se décomposent eux-mêmes dans les quatre suivans : 
c + c'+c", c+<?—c\ c + c'—c\ c'+c' — a 
on aura donc 

i^(c+c' + c") (c' + c"—cXc+ c"W)(c + c'- c">. 
Maintenant si Ton fait attention <jue 

c'-f-c" — c =(c + c' + c ¥ )-^2c, 

c + c" -« C* z= (C+C f +C U )-^2ù e , 

c +c' — c"= (c + c' + c")^-ac\ 

et que Ton pose c -f- c -f- c" = 2/, on trouvera enfin 
que Taire du triangle ÀBC est exprimée par 

î tA/. 2 (/- c) . fl (/•- c') .à (/-c") , 
et se réduit à 
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V / A/-c)(/-c')(/-c"), 
formule aussi remarquable par l'utilité dont elle peut 
être pour évaluer Taire d'une figure plane quelconque , 
que par son élégance : elle montre que l'aire d'un trian- 
gle est exprimée par la radine quarrée du produit de la 
demi-somme des trois côtés , multipliée par les diffé- 
rences entre cette demi-somme et chacun des côtés. 

65. Le procédé indiqué dans les Élémens de Géo- 
métrie, numéros 234 et 260* , pour trouver la hauteur 
entière d'une pyramide ou d'un cône tronqués ^ par un 
plan parallèle à leur base , étant réduit en formule , 
conduit à une expression remarquable du volume de 
ce corps. 

Si Ton désigne par a et b 9 les deux côtés Homologues 
des bases d'un tronc de pyramide , ou les rayons de 
celles d'nn tronc de cône, par g la hauteur de ce tronc, 
par h la hauteur de la pyramide ou du cône entier, on 
Aura la proportion 

a — b : a :: g * h , d'où A= -^-r. 
* ° a — b 

JL.a hauteur de la portion retranchée , étant h—*g t 
#ura pour expression 

6 a — b B a—b 

Cela posé, les bases du tronc étant semblables, 
seront entré elles comme les quartés dé leurs lignes 
homologues ; en sorte que; nommant 5 là base inférieure 
et s la base supérieure, on aura 

s :s ::a a : b*, ou S:a*::s:b\ 

Pésignant ensuite par m le rapport des grandeurs S et 
a*, il viendra 1 
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S=za*tn, s = h?m, 

et les volumes du corps entier et du corps retranché 
seront exprimés respectivement par 

i 7n imffa 3 1 , T N 1 mgb* 

en mettant au lieu de S y s, h et h — g-, les valerçrs 
trouvées ci-dessus. Retranchant enfin la seconde ex- 
pression de la première, on aura pour le volume du 
tfonc 

l 22ê £Êr~ = ^ m S^+^+ b ^=l ë tma*+mab+m&). 

Or ma* et m£ a sont déjà les bases inférieure et su- 
périeure du tronc; et si Fon fait ai=:ç ft , c= \/ab 
désignera une moyenne proportionnelle entre les lignes 
a , b , et par conséquent mab = mc a > exprimera l'aire 
d'un polygone semblable aux bases du tronc et con- 
struit sur le côté c, ou d'un cercle de rayon c. 

Il suit donc du résultat précédent, que le volume 
d'un tronc de pyramide ou de cône est égal au tiers 
de sa hauteur , . multiplié par la somme des aires de 
ses deux bases et d'une figure semblable , construite 
sur un côté ou sur un rayon moyen proportionnel 
entre ceux de ces bases; et comme mab =^ \/ma* . mb* , 
on voit que l'aire de cette figure est moyenne propor- 
tionnelle entre celles des bases. Si Ton élève stfr ces 
trois figures des pyramides ou des cônes de même hau- 
teur que le tronc proposé , la somme de leurs volumes 
sera équivalente à celui de ce tronc. 

66. Dans les questions précédentes , on avait en vue un 
résultat numérique; quelquefois on cherche des lignes. 
Qu'on se propose, par exemple , d'inscrire un quarré 
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DEFG, dans un triangle ABC 9 fig. *4> il faudra Fig- *k 
supposer la question résolue , et chercher ensuite entre 
les lignes données immédiatement par le triangle et le 
côté du quarré , une relation qui poisse s'exprimer al- 
gébriquement. 

Pour cela , on abaissera la perpendiculaire BÉ , que 
l'on regardera comme connue, puisqu'on sait la mener j 
et comparant les triangles semblables BAC et BDE , 
BAH et BDI, on formera les proportions 

. ab :bd :: ac : de, 

ABIBD :: BH :BI, 

qui conduisent à , 

AC: de :: bh\èl 

Cette dernière donne une relation entre les lignes con* 
nues AC, BH, et les lignes inconnues BI , DE; mais 
Bl dépend de DE , car BI = BH—ÏH, et par la défi- 
nition du quarré, ///== PE : désignant donc par a et b 
les données AC et BH, et par x l'inconnue IH ou DÊ 9 
on aura 

a : x :: b : b^—Xi 

d'où bx= ab — ax. 

ï)e cette équation au premier degré , on conclut 

_ ab 

X ~a-+b' 

Lorsque les droites a et b sont rapportées à tfnë 
commune mesure , ou exprimées en nombres, la formulé 
ci-dessus donne , par des opérations arithmétiques , le 
nombre qui exprime la longueur de la droite IH \ 
prenant ce nombre sur la droite BH, on aura le point 
I , par lequel il faudra mener la droite DE. 

Il n'est pas nécessaire, pour déterminer le point/, 
de recourir aux nonib&s, parce que les opérations in- 
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diquées dans l'expression de x peuvent s'effectuer suf 
lçs lignes. Oh voit en effet qtte cette inconnue est Je qua- 
trième tenue de là proportion suivante : 

a^bla :: b ix, 

et que par conséquent tout se réduit à trouver une 
quatrième proportionnelle aux trois lignes 

a~\rb y «et 6. 

On regardé en général comme élégant de lier avec la 
figure qui contient les données du problème , les opéra- 
rations qu'il faut effectuer pour eu obtenir la solution ; on. 
peut. en conséquence, dans la question, présente -, ejn-r 
ployer l'angle droit ÇHB à la détermination de la qua^- 
trième proportionnelle à trouver. On portera donc, sur 
IIC prolongée, 

tirant BK , puis menant IL parallèlement à BK, le point 
/, pour lequel on aura 

hk : ul :: bh : ih 9 

appartiendra au côté DE du quarré DEGF. 

Çj. On peut atteindre de la même manière à dêk 
questions d'un degré supérieur au premier. 

Oh sait que diviser une ligne en moyenne et extrême 
raison , c'est la partager de manière que l'un âes segmens 
soit moyen proportionnel entre la ligne entière et l'autre 
segment; gour résoudre algébriquement ce problème , , 
on désignera la ligne entière par a, le segment inconnu 
par x, l'autre segment sera a-r-x, et l'on aura 

a Ix :: xl a— x, 

d'où l'on conclura 



Digitized 



by Google 



A LA GÉOMÉTRIE. 9S 

en résolvant cette équation, on en tirera 

Les opération? indiquée* dans cette solution peqyent 
s'effectuer sur las lignes, au moyen d# triangle rectangle; 
car a* -f- 1 a* étant k somme des. qtfârrés des ligues 
a et la, le radical l/a* + i « a e8t l'hypoténuse ^C, 
Jîg. a5 , du triangle rectangle construit sur les côtés Fig. a5« 
AC=a , BCzs: \ «. Il ne s'agit, pour obtenir les deux 
valeurs de x } que de combiner, par soustraction et par 
addition , la ligne AC avec la ligne BC=s ± a , .ce qui 
s'effectuera en portant BC de C en D sur AC , et de C 
en IX sur son prolongement; car on apra 

'AD=AC— DÇz=i\/a*-£±a*^- {a, d'où x=4Ô 

Aiy=AC+D Ç= |/a'+£a'+£a/d v où x = r-> .<«/•: 

La droite -^D rapportée en Ë , sur ^4# , par un arc 
de cercle, est la solution donnée dans le n° i3a des 
Élémens de Géométrie; et en mettant sous la forme 

1 équation du problème , on en tire la proportion 

x + a l a II a l x, 
qui revient à 

A&:AB:;AB:AD, 

puisque 

AD'=An + zÇÇ?=:A l Pl+ M. 

Il suit de là, que la ligne Al/ est aussi partagée en 
moyenne et extrême raison au pdint D , et que le plus 
grand segment DD r est égal à la ligne donnée A3. On 
verra plus loin (77) l'énoncé auquel répondent en 
même temps les deux valeurs de x, et ce que signifie 
le signe — qui affecte la seconde. 
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Les exemples précédens suffisent pour montrer qnfe 
la résolution algébrique des problèmes déterminés de 
géométrie , présente des circonstances analogues à celle 
des problèmes relatifs aux nombres. Il faut d'abord 
mettre la question en équation , tirer l'expTession de 
l'inconnue ; mais au lieu d'employer le calcul arithmé- 
tique pour évaluer 'cette expression , il faut effectuer sur 
les lignes connues , des opérations graphiques , corres- 
pondantes à celles qui sont indiquées par les signes al- 
gébriques. Dans la question du n° 66 , dont l'équation 
n'était que du premier degré , c'est par les lignes pro- 
portionnelles qu'on a déterminé l'inconnue > et pour la 
question ci-dessus, dont l'équation montait au second 
degré, on a eu recours à la propriété, du triangle rec j 
tangle. Ces déterminations sont ce qu'on appelle la con~ 
strûction'des valeurs de l'inconnue ; et je vais en exposer 
les principes , qui sont communs à toutes les questions fie 
ces deux degrés. 

68. C'est une remarque générale, et qu'on aura sou- 
vent occasion de vérifier ; que lorsqu'il n'entre que des 
lignes dans l'énoncé d'une question , et que la quantité 
cherchée est elle-même une ligne , son expression ren- 
ferme toujours un facteur de plus dans le numérateur 
que dans le dénominateur; et chacune de ces quantités 
est composée de termes homogènes entre eux. L'ex- 
pression de *, trouvée dans le numéro 64, remplit cette 
condition : les termes de son numérateur ont deux fac- 
teurs, et son dénominateur, un seul. 

ïl suit de laque lorsque l'expression d'une ligne quel- 
conque ne contient point de radicaux, on peut , en re- 
présentant toutes les quantités qu'elle renferme par des 
lignes , obtenir la longueur de la première sans recourir 
aux nombres , et seulement en cherchant avec la règle et 
le pompas, des quatrièmes proportionnelles, à des lignes 
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données. Pour le prouver! il suffira de l'exemple suivant. 

Soit t =5 ' . r- — ^ ; 

cette expression , dont le numérateur est composé de 
termes contenant chacun trois facteurs , tandis que les 
termes du dénominateur n'en ont que deux, appartient , 
d'après la remarque ci-dessus , à une ligne. Si Ton fait 

abc = kd*, e*f=k'd\ 

\ gh — k a d, i* = k m d 9 

on aura 

_ <fr(ft+rf— k f ) _ d(k + d— y) 

on obtiendra donc t en cherchant une quatrième pro- 
portionnelle aux trois lignes h" -\-k m ,k + d — W et d, 
lorsque les lignes inconnues, représentées parft, k? 9 k*, lt m , 
seront déterminées. Les équations posées ci -dessus, 
conduisent à 

*— a6c _ ab ^ * h f —tf — e l vr * 

H ~'dF-"d : *d' K — d*—d*d* 

* —y* * ~d> 

valeurs qui se forment par les proportions suivantes : 



, ab 

d :a :: b : -j, 




* •■• d • ^F~ ' 


« • e •• j • ht, 






d * & •• A : £* = 


=r, 


d : i :: i : J- =**, 



cherchant donc les quatrièmes termes de chacune par 
Trigonométrie. 7* édition. 7 
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les lignes proportionnelles , on anra successivement les 
longueurs des lignes représentées par 

ab abc ef eïf gh i % 
1* W d' #' d> a* 
qui donneront 

k, V, k u et &*; 
et avec celles-ci on trouvera t . 

On reconnaît sans peine que l'esprit de la méthode 
dont }e viens de faire usage pour construire une expres- 
sion algébrique , consiste à transformer le numérateur 
et le dénominateur de l'expression proposée , en pro- 
duits d'un certain nombre de facteurs simples ou du 
premier degré, ce qui est toujours possible par les 
moyens que j'ai employés» 

Il y a des cas où cette transformation peut s'effec- 
tuer immédiatement, sans qu'il soit besoin d'y intro- 
duire des indéterminées : tel est celui de l'expression 

l ~ a' + F"' 
% dont le numérateur équivaut à 

c(a + b){a-b), 
et dont le dénominateur peut s'écrire ainsi , 

l/a*-f- b % X V<?+b* : 
il vient alors 

f _ (a-b)(a + b)c 
V'a* + b % \/a* + b*' 
ce qui s'obtient par les proportions 

•?Tfr:q+*::c: ( °" M)c > 
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Le radical employé dans ce calcul se construit facile- 
ment , car il exprime l'hypoténuse d'un triangle rectan- 
gle dont les côtés sont a et b. (Voyez à la fin de l'Ou- 
vrage, la note C.) 

69. Le triangle rectangle et lé cercle fournissent les 
moyens de Construire Ja racine quarrée d'une quantité 
quelconque exprimée en lignes. L'usage du premier est 
évident, lorsque la quantité comprise sous le radical 
est la somme ou la différence de deux quarrés. En effet , 
on a, dans ce oas , \fa % -+- b* et \/a % — £ a ; l'une de ces 
expressions peut être regardée comme l'hypoténuse d'un 
triangle rectangle dont les côtés sont a et &, et l'autre 
comme l'un des côtés adjaceris à l'angle droit , dans ira 
triangle de même nature, dont l'hypoténuse serait a, et 
le troisième côté b. 

On construira, par une suite de ces triangles, l'expres- 
sion \/a*+b*+<*+d* : ayant obtenu d'abord vV-t^* ? 
on représentera cette ligne par*, ce qui donnera 

a*+b* — *\ 
et la quantité proposée deviendra 

•«»+<?*+*> 
on construira le radical [/** -f- c a comme le précédent ; 
et nommant £ le résultat de cette opération , on aura 

il ne restera plus qu'à trouver ç/^+rf* , ce qui se fera 
en prenant l'hypoténuse du triangle rectangle dont les 
côtés sont /3 et d. Il est facile d'étendre ce procédé au' 
cas où le radical à construire contiendrait un nombre 
quelconque de quarrés. 

70. Je passe maintenant à l'emploi du cercle dans 
l'extraction des racines quarrées. On sait que la per- 

7-- 
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pendiculaire élevée sur un diamètre est moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segmens de ce diamètre 
(Géom. i3o)j on obtiendrait donc J/ ab en faisant, 
Eg. rt-jîg. 26, AP=a r BP=b, et décrivant un cercle 
sur la somme AB de ces deux lignes , prise pour dia- 
mètre : la perpendiculaire PM, élevée par le point P, 
étant moyenne proportionnelle entre AP et BP, sera 

\/ab. 

On peut encore trouver une moyenne proportionnelle 
entre deux lignes quelconques a et b , en prenant la 
plus grande des deux pour le diamètre AB du cercle % 
et portant l'autre de A enP; élevant ensuite l'ordonnée 
PM y et tirant la corde AM , on aura la moyenne pro- 
portionnelle demandée {Géom. i3i). 

A laide de ces méthodes , on construira tous les 
» radicaux du second degré, quelle que soit la quantité 
qu'ilsrenferment. Soit pour exemple 



v- 



a* + bc-&i 



on fera bc=iàk, — — = ak' ; l'expression proposée 
deviendra 



\/a % + ak— ak' = |/(a + k — k') a 7 

et pour l'obtenir , il suffira de prendre une moyenne 
proportionnelle entre deux lignes , respectivement égales 
àa+ft — k' et a : il est d'ailleurs évident que les quan- 
tités k et k r se détermineront par les lignes proportion- 
nelles , d'après ce qui a été dit, n° 68, puisque les équa- 
tions dont elles dépendent , donnent 

A= *£ ; *«*£, 

a ' ag 

et conduisent par conséquent à ces proportions : 
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a:b :; c:k, 

a ' ° J a ag 

71. La quantité que l'on se propose de construire 
pourrait ne pas être homogène ; mais cela n'arrivera, 
que lorsqu'on aura fait quelques lignes égales à l'unité , 
ou que l'on aura représenté un nombre par une lettre ,, 
ou une ligne par un nombre; et les méthodes indiquées 
ci-dessus ne seront pas arrêtées par cette circonstance, 
pourvu qu-'on fasse reparaître , dans tous les termes où. 
elle devait se trouver , et avec des exposans convena.- 
bles, là ligne prise pour unité*. 

/ bc 

Si l'on avait l/ a + -^ , et que Ton sût par l'é- 
noncé de la question qui aurait conduit à cette expres- 
sion, qu'elle doit appartenir à iwe ligne, on verrait que 
chacun des termes compris sous le radical devrait être 
du second degré, et que par conséquent en désignant* 

Punité par n , il faudrait écrire an au lieu de a, et —«- 

ba 
au lieu de -73, ce qui ne change rien à là grandeur ab- 
solue de ces quantités , puisque /z=i=7i 3 , et en générai* 
n w = 1 , .quelle que soit m. On aurait de cette manière- 

y/ ah + ^ = y4 (a + ^ , 

qui se construirait facilement. 

J'observerai que, d'après ce qui précédé, on pour- 
rait extraire , par une opération graphique , la racine 
quarrée d'un nombre quelconque, en prenant une 
moyenne proportionnelle entre deux lignes, dont Tune 
représenterait l'unité, et l'autre aurait avec celle-ci le 
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rapport marqué par le nombre proposé. V^ par exem- 
ple, s'obtiendrait en prenant une moyenne proportion- 
nelle entre deux lignes , dont une serait les f de l'autre x 

puisque l/|= V l ' X {• 

72. Rien n'est plus facile maintenant que de con- 
struire l'expression des racines de l'équation du second 
degré a^— • «ar=fi*, qui peut représenter toutes celles 
de ce degré. En effet, eu tirant la valeur de x % on a 

il ne s'agit que de construire le radical ]/± a*+ £* (69) » 
et de prendre ensuite la somme et la différence du ré- 
sultat et de la ligne Je, pour obtenir la grandeur de» 
chacune des racines de la proposée. 

Si cette équation était de la forme x ft — ax = — 6%, 
on aurait 

x~la±]/îo7^T?y 

sa construction , dans ce ca* , ne différerait de celle du* 
précédent , qu'en ce que le radical serait exprimé par 
l'un des côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle , 
au lieu de l'être par l'hypoténuse , et que ce triaagje 
cesserait d'exister si l'on 'avait ^ a < b , parce qu'alors 
ayant pris sur l'un des côtés de l'angle droit ABC > 
tfg- *7*fig. 27, une grandeur AB = b, le cercle DE, décrit 
du point A comme centre , avec un rayon qui serait 
moindre que AB , n'atteindrait pas l'autre côté BC^ 
Cette circonstance s'accorde avec la théorie des équa- 
tions du second degré, qui donne des racines imagi- 
naires pour le cas dont il s'agit. 

On pourra appliquer ce qui précède» à la question* 
suivante : Étant donnée la somme ou la différence des. 
deux côtés contigus d'un rectqpgle et son aire y cou** 
' struirQ de rectangle. 
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En effet, soient b % la surface du rectangle demandé , 
a la somme ou la différence de ses côtés contigiu , et a? 
l'un d'eux ; l'autre sera exprimé par a—.x dans le pre- 
mier cas , et par a + x dans le second ; la surface sera 
(ja — x)*x pour le premier cas , et (a+x) x pour le se— . 
cond ; en sorte qu'on aura ces deux équations : 

. ax — x*=6V ax + x a =i% 

lesquelles étant résolues, donneront des valeurs de x- 
constructibles par la méthode précédente. 

75. Il n'est pas nécessaire de résoudre les équation* 
du second degré , pour trouver graphiquement lès ra- 
cines; on les obtient immédiatement, parles propriétés- 
des lignes droites qui se coupent dans le cercle» 

L'équation x*-f- axz=zb* étant mise sois la forme 

x (x + à) = £ a r 

se rapporte à la propriété des sécantes et des tangentes 
qui partent d'un même point (Géom. 128); car si l'on 
décrit ,Jig. 28 , sur un rayon 5C=|cun cercle, qu'on Pig. 28* 
lui mène une tangente AB dont la longueur soit b , et 
que par les points A et C on tire une sécante AC , en 
nomnaant x la ligne AD , on aura évidemment 

AV — AD+.D&=AD + <iBC=x+a\ 

«tlapropriétè citée plus haut, donnant ^£>^-^Z)'=^^ 
il en résultera 

5r(a?-f-a)=Bfc a , 

ce qui est l'équation proposée. 

Si Ton avait x*— ax = A*, il faudrait faire #= AW 
0:1 aurait alors 

AD=x — a % $t a?(a?— a)=i\ 

La construction présente , n'étant sujette à aucune 
exception, montre que tant que b % serq, positif, daas- 
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le, second membre, en même temps que x* l'est dans 
le premier,, les racines de l'équation proposée seront 
toujours réelles. * 

J/équation a^— ajc=— »&* se change en ajç— ^"bsô*; 
et peut alors s'écrire ainsi :* 

Sons cette dernière forme elle se rapporte à la propriété 
> des cordes, qui se coupent dans le cercle ; caç si l'on 
Figv 39. décrit sur un diamèjtre AB -=^a >t fig K 2Q> un cercle y 
qu'on, élève au point A une perpendiculaire AG±=b , 
qu'on tire ensuite CM parallèle k'AB, et que par les- 
points M et M l > où CM rencontre le cercle , on abaissa 
sur AB, les perpendiculaires PM et P'M\ on aura 

APxVP^APtAB^APy^PMl 
ou 

AP{a — AP)^=zb\ 
puis - 

^iP f X BP'z=zAP f {AB^ AP*) z^Fld^ 
ou 

AP*(a-~AP')=.b*: 

d'où l'on voit qu'en prenant successivement pour x hes> 
droites AP etAP', on retombera sur l'équation proposée» 

et que par conséquent les, droites AP et AP* y obtenue* 
par les procédés ci-dessus, sont les valeurs de l'ki- 
connue x. 

Il est visible que quand AC surpassera le rayon du 
cercle ou { a , la droite CM ne rencontrera plus le cer- 
cle et ne fournira par conséquent aucune détermination * 
mais alors les racines de l'équation proposée seront 
imaginaires. 

Les racines de l'équation x*-f aa:= — b % ne diffèrent 
d$. çellçs de l'équation a? — *-a;r=; •«-*•£% que parc*. 
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qu'elles sont affectées du signe— ; maïs leur grandeur 
s'obtiendra toujours par la construction que je viens 
d'indiquer. 

74. Dans l'application de l'Algèbre à la Géométrie , le 
signe — s'interprète en général comme à l'égard des 
nombres, en renversant d'une certaine manière l'énoncé 
de là question , ou en prenant les lignes qui en sont affec- 
tées, dans un sens contraire à celui où ou les avait sup- 
posées d'abord. 

Avant d'aller plus loin , je dois rappeler que les quan- 
tités négatives tirent leur origine des soustractions qui 
ne peuvent s'effectuer dans l'ordre où elles sont indi- 
quées , parce que là quantité à retrancher se trouve plus 
grande que celle dont on doit la retrancher. On recon- 
naît par cette circonstance , qu'il y avait erreur dans re- 
noncé de la question , ou au moins dans son application 
au cas -particulier que Ton a eu en vue; et en redressant 
cette erreur , c'est-à-dire en modifiant l'énoncé de ma- 
nière à rendre possible là soustraction qui n'a pu s'exécu- 
ter, on parvient à un résultat positif; mais pour certaines 
questions, pour toutes celles qui mènent à des équations du 
premier degré , par exemple, on n'a pas besoin de prendre 
cette peine. Le signe du résultat indique lui-même le ren- 
versement dont l'énoncé est susceptible ; et les valeurs né- 
gatives, employées conformément aux règles établies pour 
effectuer les opérations sur les quantités affectées du 
signe — , satisfont aussi bien aux questions que celles qui 
sont positives : c'est pour cela que l'on a changé la 
dénomination de racines fausses, que les analystes don- 
naient autrefois aux racines négatives des équations. 

C'est donc aussi par la soustraction que l'on doit expli- 
quer, sur les figures géométriques , les valeurs négatives 
que l'Algèbre donne à certaines lignes; et pour. sous- 
traire une ligne d'une autre., il suffit de porter la pre- 
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mière sur la seconde, à partir de Tune de» extrémité» 
de celle-ci : mais il y a , sur cette opération graphique, 
quelques observations à faire, qui tiennent à la manière 
dont les lignes se décrivent. 
Fig. 3c Soit d'abord CD,Jig. 3o , la ligne à soustraire de AB\ 
comme la première est moindre que la seconde, en por- 
tant cette première de B en c, leur différence Ac sera 
placée à la droite du point A \ mais si l'en avait à re- 
trancher CD', plus grande que AB, et qu'on portât tou- 
jours sur AB, à partir de la même extrémité B> la ligne à 
retrancher, la différence des deux droites proposées se- 
rait marquée en Ac, sur le prolongement de AB , et se- 
rait placée à gauche du point A , c'est-à-dire d'un côté 
opposé au résultat Ac de la première opération : c'est à 
ce changement de situation que répond le signe — . 

Il semblerait, au premier coup-d'œil, que l'on de- 
vrait effectuer la soustraction indiquée sur les lignes CL/ 
et AB, en portant la plus petite sur la plus grande, car 
c'est ce que l'on fait sur les nombres, lorsqu'on ôte le 
plus petit du plus grand ; mais il faut observer, à l'égard 
des lignes , qu'elles sont en général employées à mar- 
quer des distances à un certain point auquel on en rap- 
porte d'autres , et qu'on regarde comme fixe ; elles pren- 
nent donc leur accroissement par l'extrémité opposée à 
ce point, et alors la soustraction, qui, par sa nature, est 
inverse de l'addition de laquelle résultent en général lès- 
accroissemens , doit s'opérer aussi en sens inverse de 
celle-là , et par conséquent en allant vers le côté où les 
lignes diminuent. De là vient que si le point A sur la 
droite AB est le point fixe dont je parle , la soustrac- 
tion de CD ou de CL/ doit s'opérer à partir du point B. 
La continuité des lignes et la possibilité de les prolonger 
indéfiniment dans les deux sens , donne à leur égard le 
moyen d'opérer, comme on. vient de le voir, la sous- 
traction de la même manière, quoique la quantité à sous* 
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traire soit devenue la plus grande des deux. Voici un 
problème fort simple qui confirmera ce qu'on vient de 
lire. 

75. Mener dans un triangle donné ABC , Jig. 3i , Fig. Si. 
parallèlement au côté AC , une ligne DE qui soit égale 
à une ligne donnée MN. 

Les côtés du triangle étant donnés* , je ferai 

AB=a 7 AC=b, MN=zc\ 

et je prendrai pour inconnue la distance AD , parce que 
la position d'une ligne parallèle à une ligne donnée , 
est déterminée par un seul de ses points. En faisant 
AD = x , j'aurai BD =.a—x t et les triangles sem- 
blables BAC et BDE donneront 

AB : AC\:BD IDE, 



ou 
donc 



a — x 



ab — bxzzzac , 

ab — ac a(Jb — c) 

X — ~ ~ l * 
La valeur de x se construit (68) , en retranchant de 
AC=zb, la droite CF=zc , puis tirant FD parallèle à 
CB ; car la similitude des triangles ABC, AÏïD, four- 
nit cette proportion : 

aczab :: af: ad , 

b\a :: b — c :x=:-^-j — J -. 

Si la ligue MN devenait plus grande que AC, elle ne 
pourrait plus trouver place dans l'intérieur du triangle 
ABC : il faudrait prolonger les côtés AB t%BC\ mais 
alors le point D passerait en Lf de l'autre côté du point 
A, et c'ett précisément ce qu'indiquent le calcul et la 
construction* 
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En effet, si Ton a M'N'> AC, il en résulterarc> b? 
la quantité £—c sera par conséquent négative ; mais en 
faisant la soustraction des lignes , comme il a été indique 
dans le numéro précédent , le point F passera en F', et la 
ligne F7>', menée par le point F' parallèlement à AC, ne 
pourra rencontrer que le prolongement du côté AB en/X. 

76. En général , toutes les fois qu'il s'agit de distances 
rapportées à un point fixe et comptées sur "une même 
ligne , ou sur des lignes parallèles , celles qui sont affec- 
tées du signe —doivent se prendre dans un sens opposé 
à celles qui sont affectées du signe +. 

En effet , si Ton considère la situation respective de 
deux points dont les distances à une droite quelconque 
soient exprimées par a -f b et a — c , il est évident 
que la distance mutuelle de ces points est£ + c, puis- 
que a + b — (a — c) = A -f- c ; et pour les placer de 
cette manière par rapport à une droite quelconque A 'B r t 
Fig. 32.f l g* 3a , il faut tirer d'abord , soit d'un côté , soit de 
l'autre de cette ligne , à une distance AA f = a , une pa- 
rallèle AB y puis mener ensuite deux autres lignes paral- 
lèles à celles-ci , Tune QM , en dehors des premières et à~ 
une distance AQ-=ib> l'autre Q'M' en dedans et à 
une distance AQ' = c. Par ce moyen, tous les points, tels 
que M et M f , placés aux rencontres des dernières pa*- 
rallèles et d'une perpendiculaire à la ligne A r B' f auront 
entre eux la distance exigée , et se trouveront dans une 
situation opposée par rapport à la parallèle intermédiaire 
AB, de laquelle leurs éloignemens respectifs sont mar- 
qués par + A et — c. Il est facile de voir qu'ils seraient 
tous deux du même côté de AB , si leurs distances à la 
ligne A'B' étaient exprimées par a+ b et a +■ c , parce 
qu'alors leur distance mutuelle serait i— c. 

C'est ainsi que les sinus, qui sont les distances des extré-» 
Fig. 10. mités ties arcs au diamètre AA\fig. 10, et les cosinus 
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qui sont les distances au diamètre BB' , changent de 
signe en passant d'un côté à l'autre de ces diamètres (a3). 
La tangente suit la même loi à l'égard du diamètre AA\ 
et par la même raison. 

jj. Ces considérations ne s'appliquent pas aussi im- 
médiatement à la sécante, parce que sa direction change 
. à chaque instant : cependant elle n'en a pas moins un 
signe propre à ses diverses situations, et qui se tire de son 

expression analytique séc a = ; mais ce n'est, en 

général , que par rapport aux lignes qui conservent la 
même direction , que le changement de signe répond 
toujours immédiatement au changement de côté (*). 

Les droites AD et ALf^Jig* s5 , qui représentent les Fîg. a$» 
farines de l'équation du second degré a 3 — cjcrrx* (67) , 
quoiqu appartenant à des valeurs de signes differens , 
ne sont pas opposées; mais s'il s'agissait de les appliquer 
à la solution d'un problème où elles seraient considérées 
comme des distances à un point fixe, mesurées sur une 
ligne de direction constante , il faudrait les porter de 
différens côtés de ce point , d'après la règle du n° 76. 

En effet, le problème du n° 67, par exemple, peut 
être énoncé ainsi : 

Trouver sur la droite AB= a , un point £ , tel que sa 
distance ÀE au point A , soit moyenne proportionnelle 
entre sa distance à Vautre extrémité B et la ligne en* 



(*) On peut , ce me semble, donner une explication assez naturelle 
des changements de «igné de la sécante , en observant <fue cette ligne 
prend réellement nne situation opposée, lorsqu'elle atteint la tan- 
gente par l'extrémité opposée à celle où elle y arrivait d'abord. En 
effet , dans les arcs AM ' et AM*) pour lesquels l'expression analy- 
tique de la sécante est négative , ce n'est plus le rayon CM qui at- 
teint la tangente ifflf, mais le rayqn opposé. 

F 
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tière AB. Les deux valeurs de l'inconnue étant alors 
AD et AD\ la dernière, qui se trouve affectée du 
signe —, doit être portée en AE\ au-delà du point A , 
par rapport au point B. Cette conclusion est facile à 
vérifier , car la valeur de Alf répondant à — x dans 
Féquationa*— ax=x*, vérifie réquatioaa a +a.r— or 1 , 
qui résulte du changement de +x en-— x; et cette 
dernière équation fournit la proportion 

' a + x : x :: x : a , 

4}tti revient à 

AB + AE, ou BE : AE Y. AE : AB. 

Le problème suivant est encore très propre à faire 
connaître comment il faut interpréter les diverses solu- 
tions qu'offre une même équation. 

Fîg» 33. 78- P° r un point E, fig. 33 , placé comme on voudra 
à regard de deux droites AB et AG , perpendiculaires 
entre elles , mener une droite de manière que la partie 
D'F' de cette droite , interceptée entre les deux lignes 
proposées , so}t dune grandeur donnée m. 

Pour connaître la position de la ligne £>'/<" déjà assut 
jettie à passer par le point donné E % il ne faut'qu'en dé- 
terminer un autre point , qu'on peut choisir comme on 
voudra; je prendrai pour cela AD' % et puisque le point 
E est donné , je supposerai connues les lignes GE et 
HE , menées de ce point parallèlement aux lignes AB 
et AC : je ferai en conséquence 

GE=a, HE=zb, A&=y. 

Cela posé, les triangles semblables EGD? et PAO 
donnent 

GV \GE\\AU\AE\ 
mais 

GV^zAU — AGsiLAiy — HE^y — b't 
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donc 



.Le triangle FAI/ étant rectangle en A % fournit l'équa- 
tion 

AD^+AF^WF f ] * 

qui , par la substitution des valeurs de AL? , AF" et 
ifF', devient 

et 

lorsqu'elle est développée et ordonnée. 

Cette équation monte au quatrième degré , parce que 

' la question proposée a , en général , quatre solutions .On 

voit en effet, par l'inspection dé la figure, que l'on peut 

remplir de quatre manières différentes les conditions du 

problème proposé , savoir : 

Par les deux lignes T/F et D f, F° 9 menées dans l'angle 
droit BAC, où se trouve placé le point E ; 

Puis par les deux lignes VF" et D""F" } menées 
dans les angles CAB' et BAC \ adjacens à l'angle BAC. 
■ Il n'est pas difficile de voir que les solutions de l'angle 
BAC peuvent devenir impossibles, lorsque la grandeur m 
.est au-dessous d'une certaine limite qui dépend de la posi- 
tion du point/?, à l'égard des droites AB et AC, mais que 
les deux autres/solutions seront* toujours réelles; car les 
lignée F"If et F"D tt * , peuvent passer par le point A , 
ce qui les rendrait nulles , ou devenir parallèles , Tune 
à AB , l'autre à AC , et par conséquent infinies. 

Il n'est pas moins évident que la question se simpli- 
fierait, sans perdre aucune de ses solutions* si l'on pre~ 
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nait le point E à égale distance des droites AC et AB ; 
. car il suffirait alors de connaître une de celles de l'angle 
BAC et une des deux autres, pour les obtenir toutes 
les quatre. 

Si Ton savait mener UF y par exemple, on en conclu- 
rait D"F\ en prenant AF H =zAD\ à cause que le point 
E serait semblablement placé à l'égard des deux droites 
AC et AB\ et on déduirait, par la même raison, 

jy^pou de jypm en pTenant A F«» *-. AI y % 

D'après cette remarque, je ferai GE=HE t ou a=b\ 
et l'équation proposée deviendra 

y^— afly 3 +fla*y — m*(y % — a«y+a a )=o. (a). 

On ne voit pas encore comment cette équation peut 
être résolue plus facilement que la précédente ; mais la 
relation observée ci-dessus , entre les diverses solutions., 
va mettre la chose en évidence. 

Les triangles D'A F" etD"AF', WAF* et D*"AF U \ 
étant égaux , il s'ensuit que les angles L/FA et D*F a A , 
Et* F" A et D" n F""A, sont complémens l'un de l'autre , 
et que par conséquent, dès que l'on connaîtra les angles 
D FA> TfF m A , on aura les deux autres , et toutes les 
solutions de la question seront connues. Mais puisqu'on 
n'a de cette manière que deux solutions à trouver immé- 
diatement , il est avantageux de déterminer l'angle que la 
droite , comprise entre les lignes AB et AC , doit faire 
avec Tune de ces lignes, avec AB, par exemple. 

En prenant pour inconnue la tangente de cet angle , 
le triangle D'EG montre que 

tangCf ^=tang D'£G=-g|= £=* = *=£. 

Si Ton fait*- = z> on aura 

a 

y = az + a, 
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tet substituant cette valeur dans l'équation (a) , il vien- 
dra , après les réductions , 

a i z i + <m*z 3 + (2û^ — a*m*)z % + zatz + a* = o > 
ou s*+a* 3 + (ao ft — m a ) ga + gg + 1 _ ^ ^ 

Il est maintenant visible que si la quantité z f satisfait 
a cette équation , la quantité -7 y satisfera pat eille- 

ment (*) ; et en l'écrivant ainsi ; 

m* 
z* -f- aa 3 + aa*+ 2a + 1 = — z* 9 

dn reconnaît sans peine qu'en ajoutant 2* à chaque 
membre, le premier devient un quarré parfait, 

^ + 2z 3 +û4 a +aa + 1 Tf-a a = C s * + »+ a = 
on a donc 



(z'+z + iy^^z' + z*, 



d'où 



z>+z + i^±z)/% + i, 
(ce qui revient à 

"*" ~^ — ô — — * + ï=ô» 

Cette équation doit être considérée comme équivalente à 
deux éqpations du second degré, à cause des deux 
formes dont le coefficient de son second ternie est 

1 ■ " '■■ ■ i 1 m. 1-. - 1 ^ 

(*) Celte équation est de celles qu'on nomme réciproques. Qa 
trouve dans le Complément des Élément d'Algèbre -, la maniera 
de les abaisser autant qu'il est possible ; et par la transformation 
indiquée à cet eflfet, la proposée se réduit sur-le-champ au second 
4egré. 

Trigonométrie. 7* édition* 8 
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susceptible; et faisant, pour abréger, {/m*+a*z=:ni 
elle donne successivement 

z* H « + 1 =o, 

a 

a a H -i— 2 + 1=0. 



Si l'on désigne par z% z", les deux racines de la pre- 
mière , et par z", z un , celles de la seconde , on aura , en 
vertu du dernier ternie égal à l'unité , 

z'z tt = 1 , z m z" = 1 ; 

et comme z exprime la tangente d'un angle , prise pour 
un rayon = 1 , il s'ensuit que les valeurs z' et a" appar- 
tiennent à deux angles complémens l'un de l'autre, et 
qu'il en est de même de z m et z"" (9), conformément à 
ce qui a été remarqué , page 112. 

En résolvant les équations ci-dessus , il vient par la 
première , 

par la deuxième , 

sa 2a r v f J ^ 7 

mais 

y/ (a — 7t) a — 4a* = |/fr + c)(w^5a) , 
l/(a+nj a — A<f=V(n — <0(»+3a)J 

«t puisque 7r= j/m a +a a surpasse nécessairement a, 
on voit que les deux dernières valeurs de z seront 
toujours réelles , tandis que les deux premières devien- 
dront imaginaires, lorsqu'on aura n <3p. 
Avant de parvenir à ce terme , les mêmes valeurs 
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deviendront égales si n = 3a , c'est - à - dire si 
l/m a + a a = 3a ; et faisant évanouir le radical , il 
vient 

d'où 

m a = 8a a , ou m= l/8a*==:aa \Zz 9 

ce qui prouve qu'on ne pourra mener dans l'angle BAC, 
par le point E , aucune droite moindre que za\^a» 

La quantité n étant alors l/8a a +a*=3a, les 

deux premières valeurs de z deviennent égales à î , 

et les deux autres sont — 2 rh j/3. Il suit de là que 

les deux lignes UF et D"F" se confondent, en faisant 

' avec AB un angle de o*,5. 

Dans le cas général , si Ton fait 

l/(a— nf— 4c?= |/( n -f.a)(ift — 3a) =p, 
l/(a + »)*— 4a*= l/(» — a)(» + 3a) = </, 

il viendra , pour les quatre valeurs de z, 

aa aa * 

a+n—q „ /f a+n+q 

aa aa 

Connaissant les tangentes *', a", a*, z a ", on en con- 
clura les valeurs de y, au moyen de l'équation 

jr =a* •+- a (page 1 1 a). 

Ces valeurs seront respectivement 

9.4 
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^■^ _ 1±JL±£ +a = iZliLizS. 

2 2 

Elles se construiront aisément ; car la quantité n est 
l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont les côtés sont 
a et m, les lignes p et q s'obtiennent aussi par les 
triangles rectangles (69) , ou par les moyennes pro- 
portionnelles (70); et lorsqu'on aura les longueurs 
des quatre droites ci-dessus > les points ZX, D'\ O 9 ^ 
D m \ seront donnés (*). 

79. Au lieu de prendre pour inconnue l'angle que 
doit faire avec AB , la droite demandée , on eût pu 
chercher à déterminer la distance entre le point donné 
E et le point K , milieu de la ligne LfF \ pour en con- 
clure D'E. En faisant EK=zx, et posant , pour abréger, 

F'K =&K = ~ = l , on aurait eu 
2 

D'E-UK+EKz^l+x, FE—F'K-r-EK—l-x, 

FH s \Z~EF—~EH= l/(/ — xy— a a ; 
et les triangles semblables D'GE , EHF auraient 



l*) Si Von compare l'analyse que je viens de faire des diverses cir- 
constances de la question ci-dessus , avec celle que Ton trouve dans 
l'Algèbre de Be'zout (3 e vol. du Cours à V usage de la Marine, édi- 
tion de 1781, p. 334)« on verra combien cette dernière est incomplète 
et fautive ; elle n'indique que les deux solutions représentées par 
les lignes VF* et VF*. 
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DE: eg :: ef :FH, 

ce qui revient à 

i + x : a :: i—x : \/y—xy—<F 9 

d'où Ton aurait déduit l'équation 

a (l—x) = {l+x) v/(/ — x) a — a a , 

qui , par l'élévation au quarré et le développement , 
serait devenue 



x± — ( 2 Z a + aa?)x* + /* — 2c 2 ?= o ; 

la résoudre comme celle du se 
t tiré d'abord 

x a = l % + a a ± \Za* + 4a*l* 



et pouvant la résoudre comme celle du second degré , 
on en aurait tiré d'abord 



puis 

expressions faciles à construire , d'après ce qu'on a vu 
dans les numéros 69 et 70. 

Cette solution , bien remarquable par son élégance , 
est tirée de Y arithmétique universelle ; Newton Ta 
donnée pour montrer comment un heureux choix d'in- 
connues simplifie la solution d'un problème. Celui qu'il 
a fait, dans la question qui m'occupe, lui a sans doute 
été suggéré par la considération que la distance EK ne- 
peut avoir que deux grandeurs différentes , l'une relative 
aux deux solutions D'F* et D"F", et l'autre aux solu- 
tions TfF m et D""F" n * etqne par conséquent ses quatre 
valeurs doivent , abstraction faite du signe , être 
égales deux à deux. Je conclurai de là que , pour 
se déterminer dans le choix de l'inconnue , il faut cher- 
cher celle qui, dans les diverses circonstances que peut: . 
offrir la question, subit le moins de changement*. 
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80. Le petit nombre de questions résolues précédem- 
ment, suffit pour montrer comment l'Algèbre peui s'ap- 
pliquer à la solution des problème». On a dû reconnaître 
par ces exemples, que les circonstances relatives à la si- 
tuation des lignes , peuvent toujours être déduites de la 
considération des triangles , et moyennant les propriétés 
de ces figures, s'exprimer algébriquement. L'art de 
former les triangles dont il s'agit, et quf résultent , soit 
explicitement, soit implicitement) des conditions du 
problème proposé, ne peut, comme la facilité de mettre 
en équation les problèmes numériques , s'acquérir que 
par l'habitude (*). ^ 

Les diverses expressions construites dans ce qui pré- 
cède , ne se rapportent qu'à des lignes /'parce que les 
problèmes qui les ont amenées n'ont pour but que des 
déterminations de lignes, et c'est ce qui arrive le plus sou- 
vent , puisque la détermination des figures se réduit tou- 
jours à celle de leurs dimensions. Cependant il peut se pré- 
senter quelques cas où l'on cherche immédiatement une 
aire ou un volume; l'expression à laquelle on arrive doit, 
si elle est homogène, avoir dans le premier cas à chaque 
terme de son numérateur, deux facteurs de plus qu'à ceux 
de son dénominateur, et trois dans le second cas. 

, „ ab*c—<Pd+d* 
Par exemple , 1 expression — ■ , peut de- 

. d> + b b c*—d> 
K signer une aire , et 1 expression iZZlÂ — '■ UQ v0 ~ 



(*) U Arithmétique universelle de Newton contient une collec- 
tion de problèmes, aussi précieuse par l'élégance des solutions que 
par la variété des énoncés j la Géométrie de position , par M. Car- 
not, en renferme de très intéressans, et qui conduisent à des propriétés 
de l'étendue très remarquables. La lecture de ces ouvrages, et de 
ceux de Thomas Simpson , sera très utile aux personnes qui vou- 
dront s'exercer à la résolution «les questions» 
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lume. Dans l'expression finale du n° G5 , la lettre 
m ne doit point compter, parce qu'elle exprime un rap- 
port et non pas une Jigne. 

Construire ces expressions, c'est faire un rectangle dont 
Taire soit équivalente à la première , et un parallélépi- 
pède rectangle dont le volume soit équivalent à la se* 
conde , et pour cela on prépare, par l'artifice analytique 
du n° £8, la première formule, de manière qu'elle se ré- 
duise à un produit de deux facteurs , la seconde , de ma- 
nière qu'elle devienne un produit de trois facteurs. 

En effet , si l'on prend 

ab*c = m*k , a?d = mW. d* = m 3 k\ 
c* = mk", ad = mk a \ 

la quantité m demeurera arbitraire , les quantités 
A , k\ k" % k", k" a 9 se détermineront par les lignes pro- 
portionnelles, et on aura 

ab'ç — g?d + d* _ mP k — m 3 k' + m*k H 

c*+ad mW+mk" 

_ m*(k — k'+ h") _ m(k— k'+ k«) 

résultat qui peut être regardé comme l'aire d'un rec- 
tangle dont la base serait m , et dont la hauteur serait 
la ligne représentée par la formule 

m (k— k' + k") 
.k m + k" ' 

Puisqu'on est maître de prendre à volonté la ligne m, 
on peut la faire égale à Tune des quantités employées 
dans l'expression à construire, ou bien à l'unité, si 
l'on en a choisi une. L'exemple ci-dessus se simplifie 
Jorsqu on prend m c=s a ; il vient alors 

fc a c=a*A, d = k\ tParoft*,, 

<*=ak 9 > d = k*\ 
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• afrc — a?d + # __ ^{k—d+k'y 
et <»+ad ""* a(jk'+d) 

a(k-d + k") 
~ aX ik'+d) ' 
Ce procédé s'applique facilement à la seconde ex- 
pression proposée 

a*+b* * 

En prenant tout de suite a au lieu de la quantité ar- 
bitraire m, on fera 

b V = a*k % $ = <£k\ M = a*k\ 

et il viendra 

fl y -f 6V— Jr _ Q y 4. qS^ _ Q gy 

<* + # ~ a^+a 3 *? 
_ a*(a + k- k')_ ^(a + k-lQ 
~ a 3 (a+k°) * û + F - 

La dernière formule peut être évidemment prise pour 
le volume du parallélépipède rectangle dont la base est 
le quarré construit sur la ligne a , et dont la hauteur 
est la ligne représentée par la formule 
a{a +k — k f ) 
a-fk" : 
81. I/Algèbre sert non seulement à trouver la gran- 
deur des lignes et des parties de l'étendue , comparées 
les unes aux autres, mais elle fournit encore le moyen 
dedéterminer les figures qu'affectent ces lignes , et en 
général les formes de l'espace. Descartes , en remar- 
quant le premier , que puisque ces figures et ces formes 
établissent , entre des droites , des relations de gran- 
deur , elles peuvent être exprimées par des équations , 
est parvenu à appliquer l'Algèbre à la théorie des 
lignes en général ; et par cette découverte , les Mathé- 
matiques ont entièrement changé de face* 
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Si l'on conçoit, par exemple , que de tous les points 
d'une ligne quelconque DE , Jig. 34 > on ait abaissé Fig. 34. 
des perpendiculaires PM \ PM', P a M", etc., sur une 
ligne droite AB, donnée de position, et qu'à partir d'un 
point A pris à volonté sur cette ligne, on ait mesuré les 
distances AP, AP, AP", etc., chacune de ces distances, 
et la perpendiculaire qui lui correspond , seront liées 
entre elles de manière que l'une se conclura nécessaire- 
ment de l'autre. En effet , quand la grandeur de AP 
sera fixée, la rencontre de la courbe DE avec la perpen- 
diculaire élevée par le point P, sur la ligne AB , don- 
nera la grandeur de PM; et quand on aura cette gran- 
deur, que je supposerai représentée par ab, on obtiendra 
AP en prenant sur AC , perpendiculaire à AB, une 
partie AQ = ab , et en menant ensuite la droite 
QM parallèle à AB , qui renbontrera la ligne DE 
dans un point M } pour lequel on aura nécessairement 
PM=ab. 

Rien n'empêche d'imaginer que les lignes AP ', PM, 
soient rapportées à une ligne commune prise pour unité, 
et que , sous ce point de vue , elles ne soient représen- 
tées par des nombres ou par des lettres. Si la relation 
qui est entre AP et PM, entre AP et P'M ', etc., peut 
être exprimée'par une équation algébrique, cette équa- 
tion caractérisera la ligne DE , et pourr.a en faire con- 
naître successivement tous les points ; c'est ce qu'on va 
voir sur deux exemples très simples. 

82. Je prends pour le premier la droite AE ,Jig. 55, Fig. 35. 
menée par le point A', toutes les perpendiculaires PM , 
P'M' , P"M" , etc., abaissées de chacun de ses points sur 
la ligne AB, détermineront une suite de triangles APM, 
AP'M', AP"M" t etc., tous semblables entre eux, et qui 
donneront 

AP : pm :: ap' : PM! :: ap" : P"M\ etc., 
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ou , ce qui revient au même , 

PM P f M! _ P"M" 
AP ^HW— "2? r,etc# 

La relation de toutes les distances AP aux perpendî * 
culaires PM est ici bien facile à saisir; elle consistejdans 
le rapport constant que chacune des premières a avec 
celle des secondes qui lui. correspond -, et si l'on désigne 
ce rapport par a , on aura 
PM=aXAP 9 P'M'=aXAP' t P" M^aXAP* , etc. 

Toutes ces équations , qui semblent particulières à 
chaque point de la droite AE , peuvent être comprise» 
dans une seule, en désignant la distance du pied de la 
perpendiculaire au point A, quelle quelle soit, parx, 
et en représentant la perpendiculaire elle-même pai/.y, 
car on aura alors y=ax^ Cette équation , qui renferme 
deux inconnues , x , y , ne peut donner la valeur que 
d'une seule, et cela après que Ton a fixé arbitrairement la 
valeur de l'autre : lorsqu'on assigne à x une valeur quel- 
conque AP, y prend la valeur correspondante PM . Si 
l'on a t par exemple , a = \ , on trouve PM = \ AP , 
c'est-à-dire qu'en prenant PM , égale à la moitié de 
AP , le point M est sur la droite AE , et non ailleurs. 

La ligne AE ne se termine pas brusquement au point 
A , on doit , pour embrasser toute son étendue , la con- 
cevoir prolongée enAEÏ, au-dessous de la ligne AB , et 
à gauche de la ligne AC. Cette dernière partie est com- 
prise aussi dans l'équation ^ = ax ; car on peut donner 
àx, dans cette équation , des valeurs négatives , et ces 
valeurs, exprimant les distances à la lignée C, doivent être 
prises du côté opposé à celui où l'on a porté les valeurs 
positives (76) : elles donneront donc des points tels que p, 
placés en arrière du point A. Mais les valeurs corres- 
pondantes de y étant aussi négatives , doivent être prises 
du cété opposé à celui où l'on a porté les valeurs positives, 
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c'est-à-dire au-dessous de AB y comme pm y et il est visible 
d'ailleurs gue , si Ap est prise égale à AP% pm sera pa- 
reillement égale à PM: on tombera donc de cette manière 
sur les points du prolongement AE r de la droite AE* 

83. Je considère en second lieu le cercle décrit du 
point A , fig. 36 , comme centre , et d'un rayon égal à *'«• 3& 
la ligne AD. Ce qui distingue les points de sa circon- 
férence des autres points du plan, c'est d'être tous à une 
distance du centre A , égale au rayon AD ; et par 
conséquent quelque part que l'on prenne le point M sur 
cette courbe, les droites AP et PM seront les côtés d'un 
triangle rectangle , dont l'hypoténuse AM sera égale à 
AD. En faisant donc 

AD = r, 



AP = x, 


PM — y, 


on aura 






x*+y>=zr* } 


et on tirera de là 





y=\Zr-—x% 
équation au moyen de laquelle , en se donnant x ou AP, 
on aura, par le secours du calcul , et sans qu'il soit be- 
soin de construire la figure, y ou PM, ou du moins le 
rapport de cette ligne avec le rayon. En prenant , par 
exemple , x = \ r, il viendra 

y = i/F^:p _ v/i? =rX 2-p. 

On concevra sans peine que l'on peut déduire de 
la même expression, les lignes PM pour tous les points 
de la ligne AB , compris entre A et D. L'équation 
y= y/r* — x* prouve aussi bien que la description 
géométrique de la circonférence du cercle , que cette 
courbe ne doit pas s'étendre au-delà du point D ; car 
pour prendre le point P au-delà de celui-ci, il faudrait 
supposer x^> AD , ou > r , et dans ce cas , la valeur 
de y deviendrait imaginaire. 



Digitized 



by Google 



1^4 APPLICATION DE ^ALGÈBRE 

Quoique je n'aie considéré que le quadrant DE / 
les trois autres, qui complètent la circonférence , sont 
compris dans l'équation a^-f-y^r*; car l'ordonnée jr 
ayant, pour une même valeur de x, deux Valeurs, savoir : 



4- yV— x* et — \/t*— x* ,,'.., 

la seconde doit être portée du côté opposé à la pre- 
mière (76), et fournit par. conséquent tous les points du 
quadrant DE? . Mais on peut aussi donner à x des va- 
leurs négatives qui doivent se porter de A en D*, puisque 
les valeurs positives ont été portées de A en D j et à 
chacune de ces valeurs répondront deux valeurs dey : 
la valeur positive donnera les points du quadrant D'E } 
et la valeur négative les points du quadrant &£*. 

84. Quoiqu'on ne tire des équations 

y=ax, y = ±.{/F^?, 

que des valeurs appartenant à des points toujours dis- 
joints, néanmoins la continuité qui résulte de la descrip- 
tion de la ligne droite et du cercle , représentés respec- 
tivement par ces équations , n'est point Violée , parce 
qu'on peut toujours déterminer par leur moyen deux 
points aussi voisins l'un de l'autre qu'on voudra , puis- 
qu'il suffit pour cela de prendre pour x deux valeurs 
consécutives presque égales, et que rien ne limite la pe- 
titesse de la différence qu'on peut mettre entre elles. 

85. Cette manière de représenter le cours des lignes f 
c?est-à~dire les circonstances de leur forme et de leur 
situation, en les rapportant à une droite, par des perpen- 
diculaires, mérite la plus grande attention ; on voit qu'elle 
revient à déterminer la position d'un point quelconque ,- 
parle moyen de ses distances à deux droites AB et AC, 

Fig. 34. perpendiculaires entre elles. Le point M,Jig. 34, est.en 
effet déterminé lorsqu'on a les distances AP et AQ A 
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puisqu'il se trouve à l'intersection des lignes PM et QM 
menées par les points P et Q, parallèlement auxdroites > 
AC et AB. 

Les lignes AP et AQ, ou leurs égales , QM et PM, 
se nomment des coordonnées. On se sert ordinairement 
du mot abscisse pour désigner celle qu'on suppose con- 
nue , et Ton donne à l'autre le nom d'ordonnée. Ainsi , 
dans les exemples précédens , où j'ai toujours exprimé 
les lignes PMpar les lignes AP , PM était l'ordonnée , 
e*AP l'abscisse. Les lignes AB et AC, qui déterminent 
la direction des coordonnées, se nomment les axes des 
coordonnées. 

Il faut bien observer que pour les points situés sur la 
ligne AB, la distance AQ ou PM esj nulle, et que par 
conséquent, si on la représente pa^y, on a pour tous ces 
points, yz=o ; par la même raison , on a QM ou AP , 
ou o:=o , pour tous ceux qui sont placés sur l'axe AC ; 
et enfîn au point A, qu'on nomme t origine des coor- 
données , on a en même temps 

En ne donnant que les valeurs absolues de l'abscisse 
AP et de l'ordonnée PM, le point M reste encore indé- 
terminé à quelques égards ; car on ne connaît alors que 
les distances de ce point aux droites indéfinies BB f et 
CC ,fig. 5j ; et en conservant ces mêmes distances , il Fig. 7. 
pourrait se trouver indifféremment dans 1 un quelconque 
des quatre angles droits BAC, B'AC,B'AC , BAC ; 
mais les combinaisons des signes affectés aux coordon- 
nées AP et PM, font connaître dans lequel de ces angles 
se trouve le point proposé. En effet , étant convenu 
de donner le signe -f- aux parties de la ligne AB , en 
allant de A vers B , le signe — sera celui qu'il faudra 
assigner aux parties de AB r , en allant de A vers B'. De 
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même, si l'on adonné le signe -+- aux parties.de AC , 
en allant de A vers C , les parties àeAC en allant de ^ 
vers C , seront nécessairement affectées du signe — . 
Cela posé, on aura 

BAC / + AP 0U +X 

BAC i +PM + y 

B'AC {+ JP ~~~ X 



pour le point M] l + PM -f y 

.4P- -ZS 

"PM —y 



de l'angle \ B > AC f ~lJ£- ~Jt 

XUAC 1 — Pi 



[ 



BAC S+ AP + x 

BAC \-PM -y. 

Le choix des livrés AB et AC , perpendiculaires entre 
elles, n'est pas le seul qu'on puisse faire pour déterminer 
sur un plan la position d'un système quelconque de points; 
toute combinaison de lignes capable de fixer la position 
d'un point, ses distances à deux points donnés , par 
exemple , serait également propre à cet usage; mais dans 
le plus grand nombre de cas , les coordonnées perpen- 
diculaires sont celles dont l'emploi présente le plus de 
facilité ; et on verra plus loin plusieurs exemples du 
passage de ces coordonnées à .diverses manières d'as- 
signer sur un plan la position des points» 

86. L'équation qui exprime les relatious entre le» AP 
et les PM, pour une ligne donnée i s'appelle V équation 
de cette ligne, et celle-ci se nomme à son tour le lieu 
de l'équation qui lui appartient. 

Il est visible que toute question géométrique indéter- 
minée, renfermant deux inconnues , conduit à un lieu 
géométrique. S'il s'agissait . par exemple , de former 
tous tes triangles rectangles que l'on peut construire sur 
une hypoténuse donnée a , en nommant x et y les côtés 
de l'angle droit de ce triangle , l'équation du problème 
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serait x ft +^ ft = a ft ; et l'on satisferait à la question en 
décrivant sur un rayon égal à a un quart de cercle, et en 
abaissant de tous les points de ce quart de cercle des 
perpendiculaires sur son rayon : le quart de cercle se- 
rait le lieu de tous les sommets de l'un des angles aigus 
de ces triangles. 

L'équation d'une courbe s'obtient toujours en expri- 
mant anal y tique ment , ou l'une quelconque de ses 
propriétés, comme on l'a fait pour la ligne droite , ou: 
les circonstances de sa description, ainsi qu'on en a 
usé à l'égard du cercle. Réciproquement, une équation 
quelconque, considérée en elle-même, donne aussi nais- 
sance à une courbe dont elle fait connaître les propriétés ■ 
Ce, dernier point de vue étant le plus général et le plus 
fécond , c'est désormais de la considération des équa- 
tions que je déduirai les lignes. 

87. De toutes les équations à deux indéterminées , là 
plus simple est celle du premier degré ; et elle appartient 
à la ligne droite , la plus simple de toutes les lignes. Cette 
équation peut être représentée par Cy=Ax + B \ mais 
en la divisant par C, elle ne perdra rien de sa généralité , 

et deviendra y = ^ x + 77, ou y= ax + b , en faisant 

A B 

~=ra, — =i : c'est sous cette forme que je l'emploierai 

désormais. 

Supposant d'abord que b soit nul , on aura 

y=ax, ou X = a; 

c'est-à-dire que dans toute l'étendue de la droite, le . 
rapport de PM à AP 9 fig. 35 , sera constant. Cette pro- Fig. 55« 
priété , qui n'est que l'expression de la similitude des 
triangles APM, AP'M, etc. , et de laquelle il résulte 



Digitized 



by Google 



Î28 APPLICATION DE l'àLGÈBRÊ 

PM P'M' , _ , - . 

que -— = — 7n>> etc# y quelque part qu on prenne les 

Air Air 

points P, P f i etc. , sur la ligne AB, ne peut appartenir 
qu'à la ligne droite AE 9 menée par le point A, origine 
des coordonnées. 

Le rapport -, ou le coefficient a, dépend de l'angle 

que fait la droite AE avec Taxe des abscisses AB \ mais 
dans le triangle APM % que je suppose rectangle en P f 
le rapport de PM à AP est égal à la tangente de L'angle 
PAM (3o) : a représente donc la tangente de cet angle. 
En considérant l'équation y =ax + b , on voit que , 
la nouvelle ordonnée y ne diffère de la première, y= ax, 
qu'en ce qu'elle la surpasse de la quantité b ; d'où il suit 
que si l'on prend AD=b,et qu'on mène la ligne DF pa- 
rallèle à AE , elle sera le lieu de l'équation y=zax-\-b, 
puisqu'on aura 

PN = PM + MN — PM+ AD, 

P'N'= PM' + M f N / = P*M+ AD , 
etc. ; 

et il faut bien remarquer que le coefficient a restera le 
'même pour toutes les droites parallèles à AE. 

Il est aisé de voir que rie/i, dans réquationy=az-f-i, 
ne limite les valeurs que l'on peut donner à x, et que par 
conséquent celles de y deviendront aussi grandes qu'on 
voudra - y mais en même temps , rien ne bornant le cours 
delà ligne DFdans l'espace indéfini BAC, on trouvera 
toujours des abscisses et des ordonnées assez grandes 
pour représenter les valeurs dey et de x 9 qui satisferont 
à l'équation proposée. 

Faisant x=o, on aura ^y — 6 , et cette valeur ap- 
partiendra au point *D 9 où la droite DF rencontre 
l'axe AC des ordonnées. Lorsque x sera négatif, on 
trouvera 
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yt=z—ax + b> 
tet ai ax est moindre que b, y sera encore positif, maïs 
iHoindre que b ou AD. Le cours de la ligne DF 
montre que cette circonstance ne peut avoir lieu que 
dans la partie DF \ correspondante à des abscisses Ap , 
situées du côté opposé aux abscisses AP , que j'avais 
choisies pour représenter les valeurs positives, de a* ; 
c'est donc de ce côté qu'il faut prendre les valeurs né- 
gatives de x. 

Pour trouver la valeur de x, qui répond au point f 
où la ligne DF rencontre Taxe AB des abscisses , il 
faut faire y = o , ce qui donne 

âr-|*i = ô, et x~ = Af. 

Lorsque x, restant toujours négatif, sera devenu plus 

grand que la quantité - , y lui-même deviendra négatif ; 

mais au-delà du point y, la ligne DF se trouve au-des- 
sous de la ligne AB ; l'ordonnée p'ri tombera donc d'un 
coté opposé à celui où elle était située d'abord, et par 
conséquent les valeurs négatives de y doivent se porter 
d'un côte de la ligne AB , opposé à celui qu'on a 
adopté pour les valeurs positivés. 

Ces remarques , qui confirment ce qui a été dit dans 
le n° 76, ne sont pas particulières à la ligne droite. Ou 
ne saurait y faire trop d'attention; car c'est de l'usage 
dés quantités négatives dans les figures , que dépendent 
en grande partie 3 les diverses formes qu affectent les 
lignes courbes « 

L'équation y = ax -f- b fle renfermant que deux con- 
stantes , a et b, dont la valeur particularise la droite 
que l'on considère, en la distinguant de toute autre , ii 
s'ensuit que deux conditions suffisent pour déterminer 
cette droite. Celles qui s'offrent les premières, sont de 

Trigonométrie. 7 e édition. * 9 
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l'assujettir à passer par deux points donnés, ou bien à 
&re parallèle ou perpendiculaire à une autre droite 
donnée , et à passer en outre par un point donné. On 
aura besoin dans la suite de connaître la forme que 
prend l'équation y=ax+b, pour satisfaire à ces di- 
verses conditions ; c'est pourquoi je vais les examiner 
chacune en particulier. 

88. Si l'on cherche l'équation de la ligne droite qui 
passe par deux points , dont les abscisses soient « et «' , 
et les ordonnées fi et /ô', on mettra successivement « et *' 
à la place de x , fk et fl à celle dey, et Ton aura, pour 
déterminer a et b , les deux équations 

fiz=za« + b) \az=zj— f 

V,dontontirera< , . 

et il en résultera- 

** et — a « — « 

pour l'équation de la droite cherchée. 

On peut donner à ce résultat une forme plus simple ; 
car si l'on retranche de l'équation y=zax + b, l'une 
des deux équations ci- dessus , la première , par exem- 
ple , b disparaîtra, et il viendra 

y— £z=.a(x— *) : 
cette dernière équation sera celle d'une droite assujettie 
à passer parle point dont les coordonnées sont *et/3, et 
faisant d'ailleurs avec l'axe -^2? un angle quelconque : en 
y mettant, au lieu de a, la valeur trouvée précédem- 
ment , on aura 

%jSL distance des point proposés , ou la partie qu'ils 
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interceptent sur la droite cherchée , aura pour expres- 
sion 

cela se voit évidemment , en supposant que N et 2V re- 
présentent .ces points; car leur distance NJ\ ir étant l'hy- 
poténuse du triangle rectangle NRN', il s*ensuit que 

îvy'ss NR + JVR*= (ÀF — APY + (PW — PN)\ 

89 . Pour obtenir l'équation de la ligne droite qui pas* 
serait par le point dont les Coordonnées sont « et £ , et 
qui serait parallèle à la ligne représentée par l'équation 
< ysEsa'a: + b f , il suffira de Substituer al au lieu de a dans 
l'équation jf— /3= a(x— «), qui satisfait déjà à la pre* 
mière condition, puisque, d'après le n° 87, le coefficient 
de a? est le même dans les équations des lignes droites 
parallèles entre elles ; on aura donc pour celle qu'on 
cherche . . » 

90. Enfin , si -^£ et AI y Jig. 38 , sont deux droites Fig. 3S* 
perpendiculaires entre elles , passant par l'origine A ? 

et que sur l'abscisse AP, on élève les ordonnées PM 
et PM' % on trouve, en comparant les triangles APM 
et APM y que le rapport de AP à PM est inverse du 
rapport de AP à PM '; en sorte que si a est le coefficient 
de x dans l'équation de AE (87) , ce coefficient sera 

- dans celle de AL Mais les ordonnées de cette der- 
a 

nière , tombant au-dessous de AB t doivent, parle n° 76* 

être affectées du signe — : les équations des droites AJ& 

et AI seront donc 

y==zax, y = — ±x (+). 

(*) On parvient aussi à ce résultat sans s'appuyer sur le n* .76 j 
car l'inclinaison des deux droites AMs\ ASf f figi 3g, passant par 

9-- 
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Considérant ensuite les droites DF et GH, respectï-» 
vement parallèles aux droites AE et AI > et par consé- 
quent perpendiculaires entre elles, on trouvera pour 
leurs équations 

y = ax + b et y = — - a? + 6' (n ô prëcéd.). 

Si la seconde doit passer par un point dont les coor- 
données soient * et fi , son équation deviendra 

91. Deux lignes qui se coupent ont, à leur point 

l'origine , détermine la forme du tsjaogle compris entre l'origine A 
et les points Met M' correspondais à la même abscisse AP, 
triangle dont les côtes sont faciles à calculer, par lts équations de 
ces droites , que je suppose 

ys=ax f y=za'x. 
En effet , si AP = x,ona PM = ax. , P3f = a'x. 
MM' = PM—PM'z=ax — a'x', 
les triangles rectangles APM , APM', donnent 

"ÂMz=I r AP\ PM%=. x* + a*x* , 

AM'=~AP V PM'= x* -h a'*x* ; 
«t quand ces droites deviennent perpendiculaires entre elles , le 
triangle MAM' devient rectangle en A \ MM', qui en est alors 
l'hypoténuse, doit satisfaire à l'équation 

MM ? ^AM-^AM 1 
que les valeurs ci-dessus changent en 

(ax — a'x)*~ix* + a*x* + a /% x*. 
Développée, réduite et divisée par ax* r elle revient à — ûa'si, 

d'où l'on conclut a'= . comme ci-dessus. 

a 

f II est bon d'observer que le signe — indique ici le changement que 
doit subir la figure , quand l'angle MAM' devient droit , circon- 
stance qui ne permet plus que les deux lignes AM ei A M' soient do 
même côté de l'ajte AB, ainsi qu'on l'avait supposé d'abord j l'Al- 
gèbre opère donc sur la situation de ces lignes un redressement ana- 
logue à celui qui a lieu par les solutions négatives , dans le* ques- 
tions numériques. (Voyez les Êlémçm d'Algèbre-) 
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<f intersection, les mêmes coordonnées; en sorte que pour 
trouver celles du point de rencontre des dçux droites 
données par les équations 

y = ax + b, 

y=a'x + b', 
il n'y a qu'à supposer que les inconnues x et y ont la 
même valeur dans Tune et dans l'autre équation : on 
aura ainsi 

ax -f- b = a!x + V 9 

ce qui donnera 

b—V „ a'b—aV 

x = -7 et y== — - r 

a — a J a — a 

On voit par ces valeurs que le point de concours est 
d'autant plus éloigné des axes AB et AC> que la quantité 
a'— a est plus petite, et qu'enfin x et y deviennent infinis, 
lorsque a'=a, c'est-à-dire, lorsque les droites proposées 
cessent de se rencontrer , ou sont parallèles. 

ga. Il peut être utile de connaître la longueur de la 
perpendiculaire abaissée d'un point donné sur une ligne 
donnée ; et on y parviendra en cherchant les différencci 
entre les coordonnées de ce point et celles du point oA 
la droite donnée rencontre la ligne qui lui est perpen- 
diculaire. 

L'équation de la première étant 
y=ax+b, 
celle de la seconde sera 

y—fi=— jC*— «); 

si « et fi désignent les coordonnées du point donné ; mais 
on peut mettre l'équation y = ax + b sous la forme 

y — fi=ax + b — j8-— a* + att, 
qui revient à 
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et, jointe àjp— fi =s= — - (x — *)„ elle donnera 

_ g(j3— g*— ft) #— a* — £ 

Substituant ces valeurs dans l'expression 

l/(* — *)'+(y— Sr (88), 
on aura, pour la longueur de la perpendiculaire cher* 
chée, 

j6 ^ Q43» — ^ 

g3. Ce qui précède conduit à l'expression du sinus ; 
du cosinus et de ta tangente de l'angle que forment 
entre elles deux droites données. Soient 

y = aoc+b, y — a'x + b\ 

les équations des deux droites proposées ; il est évident 
que l'angle quelles font entre elles ne changerait point 
si on les faisait mouvoir toutes deux parallèlement à 
elles-mêmes us qu'à ce qu'elles passassent par l'origine 
des coordonnées; et alors leurs équations se réduiraient à 

j=ar, y=a'x (87). 

C'est dans cet état que je les considérerai ; et je les 
Fig. 40- représenterai par les lignes A M et AM' , Jlg. 4°- 
Ayant pris sur l'une d'elles un point 3f , dont les 
coordonnées soient désignées par * et fi, la perpen- 
diculaire MM' abaissée de ce point sur l'autre ligne 

exprimé & — aa 

AM, sera e par — 7== * à cause de = o 

(9a) ; mais si l'on fait AM' = i* , les coordonnées du 
point A étant nulles , on aura 
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et parce que le point M' est sur la ligne Aiïf , dont 
l'équation est y = a x , il s'ensuivra fi = a'«. Cette 
Ration combinée avec la précédente , donnera 



' 



3ubstituant ces valeurs dans celle de la perpendiculaire, 
on trouvera 

et si Ton donne à la perpendiculaire MM le nom de 
sinus, quon lui a assigné dans la Trigonométrie , on 

aura 

r(a—a) 

en prenant r pour rayon. 

Si Ton retranche de r* le quarré de cette expression, 

on aura celle de JM> ou du quarré du cosinus de 
l'angle MAM', savoir : 

(cos M AM'Y — 

(i+a a )(i+a' a ) (i+a a )(i+a' a ) * 

et prenant la racine quarrée , il viendra 

COS MAM = ; - ■ % ■■ ' -J > 

enfin , faisant r = 1 , on tirera de ces deux expressions ; 

tang UAM^^gjgp = jqjjy \ 

J'aurais pu déduire immédiatement cette dernière? 
?a)çur de la formule 
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& v vj , — tangp tang q * 
rapportée daos le tableau de la page 33, puisque l'angle* 
M A M' est la différence des angles BAM' et BAM , et 
que par conséquent , si Ton désigne ces derniers par p 
etq, on aura 

Q f 

tangp=a', tangua, et tang(p— <j) = ;q™*1 

comme ci-dessus ; mais cette formule repose sur celles 
clu numéro 1 1 , obtenues par le moyen d'une construc- 
tion , et je me suis proposé de tirer des seules équation» 
des lignes, tout ce qui est nécessaire pour l'application 
de l'Algèbre à la Gé( mé'rie. 

94* L'équation du cercle obtenue dans le n°83, n'est 
que particulière , parce qu'on a donné au centre une 
situation déterminée , en le mettant à l'origine des coor- 
données. Pour généraliser l'équation de cette courbe , 
Fig. 36. il faudra avoir l'équation du cercle DED'E ,Jig. 36 a 
en prenant pour origine des coordonnées le point AT P 
placé d'une manière quelconque par rapport au centre^, 
et pour cela, î! suffira d'écrire analytiqueraent , que la 
distance de ce centre à chacun des points de la circon- 
férence est égale à r. Or si Ton désigne parp et q, lea 
lignes A* A' et A'A> qui seront alors les coordonnées du 
centre A , par rapport aux axes ATÏÏ et A"C, et que 
l'on fasse ^*Q=x, QM=zy % on aura (88) 

AM^z r = v/(* -p) ft + (y —qT , 

d'où l'on tirera, enquarrant les deux membres et en dé- 
veloppant, 

x*—Qpx + p*+y*~ zqy+q* = r*. 

Cette dernière équation est la plus générale que Ton '- 



Digitizedby WO 



A LA GÉOMÉTRIE. ï3j 

puisse obtenir pour le cercle , en le rapportant à des 
coordonnées rectangles : elle ne peut être particularisée 
que par la détermination des trois quantités constantes 
p, q et r, dont les deux premières fixent la position du 
centre, et la troisième représente le rayon. Il suit de là 
qu'il faut trois conditions pour déterminer la position et 
la grandeur d'un cercle; et c'est aussi ce qu'on a vu 
dans les» Élémens de Géométrie. 

Si l'on voulait déterminer le cercle qui passe par trois 
points dont les coordonnées soient 

a et fi, /et/, Vet/3", 

on mettrait «, *', *" à la place de x , et fi f fi' , fi" à 
celle dey ; on formerait ainsi les trois équations 

«* —zp* 4-jpa-|-jg* —sqfi -f-<7 a = r a , 
*' a — 2p*'-j-p» + /3'* — aqt? + q* = T*, 
«'»—Qp« n +p* + fi"*— 2qfi"+ 9 a =r% 

qui ne renferment que trois inconnues, savoir, p, q et r. 

Si Ton retranche successivement la première de la 
deuxième et de la troisième, on aura, en effaçant les 
termes qui se détruisent , 

2 {(«— ")H-(^-^)9}-(«'-*" a )-^'-^ , ) = Q : 

ces deux équations ne contenant 'p et q qu'au premier 
degré , font voir que le centre du cercle demandé ne 
peut avoir qu'une seule position; et quant au rayon, 
comme on a immédiatement 



r= \/« % — 2p#4-p a +/S a — zqfi + q*, 

il n est susceptible que d'une seule grandeur : on ne 
peut donc faire passer par trois points qu un seul cercle. 
Les résultats de la résolution des équations ci* 
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dessus étant inutiles pour ce qui doit suivre, Je ne l'a- 
chèverai point, mais je ferai remarquer qu elle pour— 
rait s'abréger par l'effet de la symétrie de ces équa- 
tions , qui mènerait aisément à la construction donnée 
dans les Éléméns de Géométrie. 

95. L'équation générale du cercle 

x «_ &px+p*+y*—aqy+q* = T*, 

se simplifie de plusieurs manières , qui méritent d'être 
remarquées , parce que les formes qu'elle prend alors 
sont employées fréquemment dans l'analyse. 

S\ l'on y faitp =0, q =0, on retombe sur x*+y a =r a * 
Pour placer l'origine des coordonnées sur la circonfé- 
rence du cercle, il suffit de faire p*-f-o;*=r ft > puisque 
V^p* + q* exprimant alors la distance du centre à l'o- 
rigine , il s'ensuit que cette distance est égale au rayon : 
l'équation du cercle se réduit dans ee cas, à cause de 
celle qu'on vient de poser, à 

a:*— zpx -f- ^*— *qy = o. 

Enfin si, pour plus de simplicité, on prenait l'ori- 
gine à l'extrémité D' du diamètre, le centre se trouvant 
alors sur l'axe des abscisses , son ordonnée deviendrait 
nulle, son abscisse p serait égale au rayon r , et l'équa- 
tion ci-dessus se changerait en 

x* — zrx -f- y* = o. 
1 
Cette dernière et la première, x , +j*=r a , sont celles 

des équations du cercle dont on fait le plus fréquent 
usage. 

96. ,Ce qui précède étant bien compris, toutes les 
questions que l'on peut proposer sur la ligne droite et 
sur le cercle ; se ramènent facilement à l'Algèbre, sans, 
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qu'il soit besoin de recourir à d'autres propriétés des 
ligures , qu'à la relation qui existe entre les trois côtés 
d'un triangle rectangle (*). Soit, pour premier exemple, 
cette question ; 

Deux lignes droites > AE et DE, fig. 4 l > étant don- Fig. 41. 
nées par les angles quelles font avec une troisième AB, 
et par la partie AD quelles interceptent sur cette troi- 
sième, trouver sur une ligne AC , perpendiculaire à AB, 
un point G, par lequel, menant une droite GK , paral- 
lèle à AB , la partie HK. , comprise entre AE et DE , 
soit d'une grandeur donnée. 

Pour former les équations des droites AÊ et ED , je 
nomme a et a' les tangentes des angles EAP et EDA, 
qu'elles font respectivement avec la droite AB ; je 
prends celle-ci pour Taxe des abscisses dont je place 
l'origine au point A, ainsi que celle des ordonnées 
y que je conçois parallèles à AC\ et je fais AD = #. 
La première droite aura pour équation^ =ax , puis- 
qu'elle passe par le point A ; la seconde devant passer 
par le point D , pour lequel on a 

^ = o(85) et # = «> 
sera 

y= — a'(x — *), 
en observant que l'angle EDB (tourné dans le même 
sens que l'angle EAU) étant obtus , sa tangente est celle * 
de l'angle EDA prise négativement (26); on aura donc 
ces deux équations % \ • 

y = ax, y=—a'(x — «). 

(* ) Dam les notes qu'il a placées à la suite de ses Elémens de 
Géométrie t M. Legendre déduit cette relation des premières consé- 
quences de la superposition des triangles égaux , par un moyen très, 
élégant; mais les considérations qu'il emploie pour cela sont malkeu- 
reusement trop abstraites pour pouvoir servir de base à un livre 
élémentaire , et porter dans l'esprit cette conviction intime qui ré* 
tulte des notions reçues immédiatement par les sens. 
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izfo APPLICATION DE l'ALGÈBRE 

Pour obtenir les points H et K , où les droites quelles 
représentent rencontrent la ligne GK, parallèle à AB p 
il suffit d'y faire y=nAG\ si donc on pose AG = t , 
on aura 

f = a.r, * = — a' (x — *); 

prenant la valeur de x dans chacune de ces équations > 
il viendra 

t *a—t 

x — — — , x 22 — ir-"-« 
a a 

Ces expressions sont celles des abscisses Ah et Àk t dont 
la différence donne hk =HK % à cause* des parallèles ; 
et désignant par m la grandeur que doit avoir HK , on 
trouvera 

m = — -7 9 

a a 

d'où Ton tirera 

aa'm = #caa' — ta — te*, 

et par conséquent 

(* — m) aa' 

* — a + a' ' 

Telle est la valeur de AG, qui satisfait à la question 

proposée. 

97. Je suppose qu'au lieu de donner à la ligne HK 
une grandeur connue , on demande quelle soit égale àla 
ligne AG , ce qui revient à inscrire un quarré dans un 
triangle (66). Dans ce cas , au lieu d'égaler à m l'ex- 
pression de HK, il faudra l'égaler à t , ce qui donnera 

, _ *a' — t t 
a . a 

d'où Ton déduira 

mari 
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A LA GÉOMÉTRIE. 14* 

§8* , Soit encore le problème suivant, déjà résolu 
au n°78 : IX un point E, fig. 55, placé comme on voudra, Y\%. 33. 
mener une droite de manière que la partie D'F', de cette 
droite , interceptée entre deux lignes qui forment entre 
elles un angle droit BAC , soit d'une grandeur donnée. 
Si « et fi désignent les coordonnées du point donné E , 
y — £ = — a{x — *) sera l'équation de la droite EL/, 
menée par ce point. Pour obtenir la longueur de D'F*, il 
suffit de déterminer AU et A F" , c'est-à-dire la valeur 
de y lorsque x = o , et celle de r lorsque y=zo, hy- 
pothèses qui fournissent les équations 

y—fi — a*> — £ =— a(x — •) , 
desquelles on tire 

, y=zfi + a*^AU t x = ï-±~ï=*AF'-, 
et comme F'U=zVAU*+AF'\ il en résulte 

Fiy = \/(fi+*ay + l -(fi+a«y=ï tbS /hP : 

posant F'!/ = m,, et élevant au quarré pour faire dis- 
paraître le radical , il vient 

Cette équation étant développée et ordonnée par 
rapport à la lettre a , se changera en 

et monte , comme on voit , au quatrième degré ; mais si 
Ton fait £==* , c'est-à-dire, si l'on prend le point E à 
égale distance des deux axes AC et AB, elle devient 

a*+ aa 3 + » — a a + aa + * = o> 
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îfa APPLICATION DE l'aLGÈBRE 

et rentre dans l'équation (3) du n* 78 , lorsqu'on change 
a en z et « en a. 

99. Je fais maintenant l'application des formules que 

j'ai trouvées pour la ligne droite , à la recherche des 

principales propriétés du triangle. Je prends; à cet effet, 

Fig. 4*- deux points M et M',Jig. 4», formant , avec l'origine A, 

un triangle quelconque j je désigne les coordonnées du 

premier point par « , fi , 

celles du second par » , & : 

les distances AM ', AM', MM\ qui forment les côtés 
de ce triangle, seront, d'après le numéro 88, exprimées 
respectivement par 

Si l'on fait u4il/=* c, -<*itf' = </, JfW = c", on aura 
ces équations : 

c* = •'• — fl« * +« ft 4- ^*— fl^ + 0* ; 

et si l'on retranche la dernière de la somme des deux 
premières , il viendra 

d'où 



Les équations des lignes AM et -^ifcf seront 

J — J*r ^=7* (87) 5 

le cosinus de l'angle qu elles forment entre elles aura 
pour expression (93) 
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A LA GÉOMÉTRIE. l43 

r (*»' + &) 



fV + i*) (•'•+**)' 



En faisant le rayon r=i, comme celui des tables des 
sinus , et substituant à la place des quantités ** + g* 9 

«'*+?'*, **'+&', leurs valeurs c% c'% c * + c a — c * * 
il viendra 

r a -4-r' a — r ffa 

cosi»f^ilf= C+C C 



ace 

équation qui donne une relation entre les trois côtés du 
triangle MAM' et l'un de ses angles. Si Ton fait atten- 
tion que l'angle MAM! est opposé au côté MM' = c*, 
on sera convaincu qu'on doit avoir pour les angles AMM f 
AM'M y respectivement opposés aux côtés AM' = c r , 
AM=c, les équations 

c * + c »*—c'* 



cos AMM'= • 



cosAM'M= 



QCC" 



En désignant donc par y", y', y, les angles MAM', 
AMM 9 ) AM!M y on obtiendra les trois équations sui- 
vantes ; 

d* +c'*— Qcc' cos y" = c" a ) 

c a + c "» _ 2C c" COS y' = c'* > (A). 
' c ^ + c "» _ qç'c" COS y = C» J 

Si Ton ajoute ensemble la première et la seconde de 
ces équations, puis la première et la troisième, puis la 
seconde et la troisième , on obtiendra trois résultats qui 
deviendront respectivement divisibles par 2c, ac', qc", 
.lorsqu'on aura effacé les termes communs aux deux 



Digitized 



by Google 



*44 APPLICATION DE l'aLGÈBRË 

membres de chacun , et qui donneront ainsi 



c *— c cos y — - c cos y =. 

c ' — c Cos y" — c"cos y = o ^ (B). 

c n — c cos y' — c r cos y 



si 



H est bon d'observer que ces équations s'obtiennent 
immédiatement en abaissant successivement de chaque 
angle^du triangle , une perpendiculaire sur le côté op- 
posé, et calculant les segmens de ce côté. 

Fig. »4- ^ n a ^ ans * a ^ë ure l 4 

AD = AB cos A, CD = BC cos C , 
AC = AD+CD=2 AB cos ^ + BC cos C. 

Faisant AC = c, y/Z? = c' , BC=c" , et conservant 
les dénominations des angles , il viendra. 

c=c' cos y" -f- c" cos y' ou £ — c' Cos y" — c" cos y = o. 

On parviendrait de même aux deux autres équations (B). 

îoo.Quoique ces équations soient au nombre de trois , 
elles ne peuvent cependant faire connaître les côtés 
lorsqueles trois angles sont donnés ; car si Ton cherchait 
les valeurs de c, c\ c", au moyen des expressions géné- 
rales des inconnues déterminées par trois équations du 
premier degré , on trouverait o , à cause que le terme 
connu manque. Mais ces mêmes équations se changent 
en 

i — p cos y" — ç.côsV = d, 
p — cos y" — q cos y = o , 
q — cos y — p cos y -=. o 9 

c' c" 

lorsqu'on fait — == p , — =t q ; elles donnent alors le* 
c . c 

rapport des côtés du triangle proposé , et il reste de plus 

«ne équation de condition ; qu'on obtient en éliminant 

p et q. Cette équation est 
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À LÀ. GÉOMÉTRIE, ïfô 

1 .**. cosy Wft - j — cosy' a — cosy* — a cosy" cosy' cos y =± o $ 
et son premier membre est précisément le dénominateur 
commun des valeurs des inconnues c , c f y c w , déduites 
des expressions générale» citées plus haut. En égalant 
cette quantité à iétà , les valeurs des côtés c , c' , ç" > 
deviennent £ , et les côtés demeurent par conséquent 
indéterminés , comme le prouve la transformation opé- 
rée sur les équations (B). 

L'équation de condition que Ton vient d'indiquer 
renferme la relation que doivent avoir entre eux le* 
trois angles ,^, v'^v*) po ur ^^ leur somme soit 
égale à deux droits , ainsi que l'exige la nature du 
triangle rectiligne. Pour s'en assurer, il faut, à l'aide 
des valeurs de sin (p±q) f cos (pdbq) (n), dévelop-» 
per l'équation cos (2' — y" — y') = cos y : on trou- 
. vera d'abord 

— (DOS (y" -)- y'):==COS y , 

en observant que «in a* = o , et que cos a* = — 1 $ puis 
il viendra 

*— cos y" cos y' -4" sin y" sin y' = Cos y , * 
ffoù 

cos y + cos y" cos y' = sin y" sin y^ 
(cosv-4-cosy // cosy / )*=siJ3y ffa siny a =( 1 -cpsy "*) ( 1 -cosy' a ) V 

et après les réductions , on retombera sur l'équatioA 
Ci- dessus. 

Il est à propos de remarquer que les équations (À) 
sont, par rapport aux triangles rectilignes, ce que les 
équations (B) du numéro 47 sont à l'égard des triangles 
•sphériques, et conduiraient, par de simples transfor- 
mations r aux formules de la résolution des premiers 
triangles. 

ion. Pour avoir l'aire du triangle MAM' f fig. & , il Fig. fa 
faudra, du point A> abaisser une perpendiculaire AQ 
Trigonométrie^ 7 e édition* 19 
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l46 APPLICATION DE ^ALGÈBRE 

sur le côté MM' qui , passant par les points M et 
M' y dont les coordonnées sont respectivement a et fi t 
* et P, a pour équation (88) 



ou 



y-* 



>-t 






En comparant cette dernière» équation avec la for- 
mule y =~«x -H 6 , on trouvera 



a = 



(f-tS 



fr= 



/*-.<«. 



maïs en observant que dans le numéro g Q les lettre? 
« et fi désignent les coordonnées du point d'où part la 
perpendiculaire, coordonnées qui sont nulles dans le cas 
actuel , puisque ce point est l'origine, l'expression de la 
perpendiculaire se réduit à 

—b Jfi — jt* 

t/r+^~ vV.- *y + w—fi) % 

« * \ 

et mettant c" au lieu de V(«— »)*+ (/ — /S)*, if 
viendra 

>fi '— • c " * 
Avec cette valeur, on aura pour l'aire du triangle MAM, 
MM'XAD <._<*'— *'fi 

expression bien remarquable , en ce qu'elle donne Faire 
de tous les triangles qui ont leur sommet au point A y au 
moyen des coordonnées des" sommets des angles ad/a- 
cens à leur base. 

On peut la changer en une autre qui ne dépende que 
des côtés. Pour cela, il faut multiplier entre elles les 
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À LA GÉOMÉTftiË k , l4j 

ttetifc équations . 

» a + i8 a = c a > «"+£'* = c\ 
et retrancher du produit le quarré de 

c « -L. </» —"c"* ^ 

«a' + A^ = : *- ; il viendra 

a 

4 

prenantles racine* quarrées, et réduisant tous les termes 
du second membre au même dénominateur, on trouvera 

et l'aire du triangle MAJA' aura pour expression 

i tfjpt'* — (c* + c' a H c'y > 

dont le dévelop pement s'accorde avec le résultat du n° 6fc 

102* Si l'on conçoit maintenant un quatrième point 
M", dont les coordonnées soient «' et fi" , et que l'on 
représente par d, *?, «I", les distances AM* , MM*> 
it'M", on «va 

En développant ces équations, et substituant dans le* 
deux dernières, à la place des quantités * a +/ 8 % «*■+£% 
c # a j^ ^ j eurfl valeurs c a , c' a et <2% on obtiendra 

*'»+#_* («V'-f/3'/3'') = <*"*; 
si , pour abréger, on fait 

— — - œd » - ^ — 5 — u = d *. 

ou aura 

Prenant dans ces équations la valeur de •" et celle de £*, 

lO.é 
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ï^3 APPLICATION DE l'àLGÈBRE 

qui sont 

»-# d — &* a u_ *d—*'d t 

* -T?^ï£' * ~ *fi'-«'fi 9 

pour les mettre dans «" a «4-0" a =d% en ayant ég^rd aux 
équations « a -|- fi* = c a , *' a +£' ft = c'*, on trouverai. 

Remplaçant ensuite les quantités êt*+fifif et *&—*&; 
par leurs yaleurs 



c *4- c ' a — c" a 



, il/^cM^+c' 1 -^, 



2 

obtenues ci-dessus , et remettant 

a 2 

pour d v> <2„ , cette équation ne renfermera plus que les 
six distances 

am , ^jf, j#jf, ^fl/\ jor f jiot, 

qui forment les quatre côtés et les deux diagonales da 
quadrilatère AMM'M". Quand les quatre côtés de ce 
quadrilatère et Tune de ses diagonales seront connus > 
on pourra trouver l'autre diagonale. 

io3. Si Ton voulait déterminer le point M" par les 
conditions que les trois distances AM n > MM", 3fM w ) 
fussent égales , ce point serait alors le contre du cercle 
circonscrit au triangle proposé , et Ton aurait 

ce qui donnerait 

c 4 c' a 

l'équation (C) deviendrait 

cV*+ c'M— 2c 8 c' a («« , -f. fifiT) s 4d*(*fi'—»'fiy, 
et se réduirait i 

c a c'V a sa=*6d a S a , 
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A LA GÉOMÉTRIE. ï/fo 

en mgttant pour **' -f N* sa valeur , et en observant 
que si l'on désigne par S la surface du triangle AMM\ 

égale a Oo*) > on aura 



On tire de là 



(*/--*'/8)*=4S». 



j cc ' c * 



expression très simple du rayon du cercle circonscrit au 

c* c'* 
triangle proposé; et en écrivant —et — au lieu de d é 

et d tli dans les valeurs de cl" et de &", on a les coordon- 
nées du centre de ce cercle. 

— ■< 

104. H ne sera pas plus difficile de trouver les coor- 
données du centre du cercle inscrit , et le rayon de ce 
cercle. Dans ce cas, le point M u ,fig. 43> se trouve au- Fig. 43* 
dedans du triangle , et dans une situation telle , que les 
perpendiculaires abaissées de ce point sur chacun des 
côtés AM , AM r } MM \ sont égales entre elles. Pour 
exprimer analytiquement cette circonstance , il suffit de 
former les équations des trois lignes ci-dessus , et d'en 
déduire, par la formule du n° 88, les longueurs des 
perpendiculaires menées du point M", dont les coor- 
données sont <•" et £". Or ces équations sont respective-! 
ment 

les perpendiculaires abaissées sur chacune d'elles auront 
pour expression 
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î5o APPLICATION DE L*AL<SÈBRE 

et pourront s'écrire ainsi : 

mlf — *'fi «'fi" — *" ? . 

— (mjf — m'fi — («V— gg) -4- frgWg) 

~ ? ^ ^ _ * .. 

en mettant pour les radicaux leurs valeurs*;, c', c". 

Si maintenant on se rappelle que la formule qui donna 
la perpendiculaire abaissée d'un point sur une ligne , a 
été obtenue par une extraction de, racine quarçée , et 
qu'elle est par conséquent susceptible d'être prise positi- 
vement ou négativement , on en conclura que chacune 
des expressions ci-dessus a deux valeurs. Pour n'employer 
que celles qui sont positives, il faut observer que, d'après 
la figure , la ligne AM ' s'éçartant plus de l'axe, des ab- 
scisses AB que la ligne AM, et le point M* étant com- 
pris entre la première et la dernière, on doit avoir 

ou , ce qui est la même chose. , 

*V>«X «£>*>, *fi">«"A', 
d'où il suit que , pour donner une valeur positive , l'ex- 
pression de 1^ seconde perpendiculaire ào\% être prise 
avec des signes contraires à ceux qu'elle a ci-dessus. 

De plus, le point M" se trouvant au-dessous de la droite 
JUOf , dont l'équation est 



il faut que 



y » -7 — x 4 y- — j 
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À LA GÉOMÉTRIE. l5l 

*o ^ fi — fi ^n i * fi — *P 

ce qui donne 

*?—&<*'* — M+rf — é '$, 
ou bien 

«/*"— ^ + «y_ «y<«j3' — "!fi\ . 

condition d'après laquelle l'expression de la troisième 
perpendiculaire est positive* 
Si d'après ces considérations # on fait 

' «ff — « û fi *"& — *'/? ■ ■</< 

~c =*' <f = *' 

— («fl* — «*?) — {/£ — JjQ + jm/f — m'ff _ . 

1 ' p — e , 

et que l'on ajoute les produits ec , eV, e"c" t il viendra 
rjtar les réductions , 

e« + eV+eV = ^'~^ 

Cette équation est facile à vérifier; car les produits 
ec , e'c\ e"c" 9 escriment les aires des triangles AM"M-; 
AM"M? t MM'M* y multipliées par a ; la somrnedeces 
aires est égale à celle du triangle total AMM, désignée 
p%f«5, et Ton a 

<*£' — « f i8 = fl5(ioi). 

Lorsque e= e' = e^ on obtient sur le champ 

_ aS 

et quand t =:^ = c*, il vieat 

e + e'-r"®* 115 "^" 
c 

La première de ces expressions, est celle du rayon dfr 
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l5* APPLICATION DE L'ALGÈBRE 

cercle inscrit , et la seconde fait voir que si d'un point 
quelconque pris dans l'intérieur d'un triangle équita- 
téral , on abaisse une perpendiculaire sur chacun des 
côtés de ce triangle, la somme de ces trois lignes sera 
égale à sa hauteur , puisqu'en prenant le côté c pour 
base > et nommant h la hauteur» on a S = ~ch , ce qui 
donne e + e ' + e" = h. 

On pourrait encore tirer un grand nombre de consé- 
quences de la théorie que je viens d'exposer; mais ce qui 
précède suffit pour cet ouvrage ; et J'observerai qu'il 
existe pour les polygones rectilignes quelconques , des 
équations analogues aux équations (A) et (B) du nu- 
méro 99 , qui s'obtiennent de la même manière , et qui 
conduiraient aux propriétés de ces polygones, comme 
celles-ci mènent aux propriétés du triangle. Lagrange 
a donné, sur les pyramides, un Mémoire auquel ceci peut 
servir de préliminaire , et qu'on étendrait aux polyèdres 
en faisant usage des formules rapportées dans le cin- 
quième cha oit re du premier volume de mon Traité du 
Calcul différentiel et du Calcul intégral (*). 

io5. La combinaison de l'équation de la circonférence 
du cercle avec celle de la ligne droite, conduit aux di- 
verses propriétés qui résultent de la rencdntre de ces 
lignes, et donne la solution de toutes les questions dans 
lesquelles l'inconnue ne passe pas le second degré. 
., Soient * + ?'=**•, y— fi^zaÇv — «) , ces deux 
équations;, les employer à la détermination de pp et 
àey y ou les considérer comme renfermant les mêmes 
inconnues, c'est supposer que les points auxquels ap- 

(*) Voyez an«si la Potygonométrie de^Huilier , sa Polyédro- 
métrie insérée dans le premier volume des Mémoires présentés 
à r Institut, par des Savons étrangers; la Géométrie de posi- * 
lion de M.Carnot , et son Mémoire sur la relation gui existe entre 
tes 4istçn,cet de cinq points quelconques pris dans fespafie. 
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A LÀ GÉOMÉTRIE. l53 

partîennent les coordonnées x, y, sont situés en même 
temps sur la circonférence du cercle et sur la ligne 
droite proposée , c est-à-dire , sont les intersections de 
ces lignes : et en général , il est évident que , pour 
trouver les points de rencontre de deux lignes quelcon- 
ques , il suffit de supposer que leurs équations ne con- 
tiennent que les mêmes inconnues. 

En chassant d'abord y, par le moyen de sa valeur 
prise dans la seconde équation , on trouvera . 

af+(ar+j8 — a*y = r*. V 

Cette équation du second degré , étant développée , 
donnera deux valeurs pour x , parce qu'en effet la li- 
gne droite doit, en général; rencontrer le cercle en 
deux points ; mais on peut arriver à des résultats plus 
simples , en prenant pour inconnue la distance du point 
dont les coordonnées sont « et fi , à l'un des points d'in- 
tersection de la droite et du cercle. Si Ton désigne cette 
distance par z , on aura (88) , 

d'où Ton tirera 

et mettant poury — fi sa valeur a (x — *) , il viendra 

*>=(* -«)'(* + O, 
d'où l'on déduira 

z az 

ce qui donnera 



az 



x=*+ — ^=, y = fi+ = . 

Substituant ces dernières valeurs dans l'équation 
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l54 APPLICATION DE L'ALGÈBRE 

on la changera en cette autre : 

qui se réduit à 

et qui fera d'abord connaître », et ensuite x et^, au 
i moyen des expressions précédentes. 
Fîg. 4}. Il est visible que si le point E,Jig. 44 » est ce ' u î dont 
les coordonnées sont * et fi , que MNM' et 2?M soient 
le cercle et la droite proposée, a exprimera la tangente 
de l'angle EeB, et les deux valeurs de z appartiendront 
aux droites EM et EM' . 

106 .On sait, par la théorie des équations, que le der- 
nier terme est le produit de toutes les racines ', si donc 
on nomme z' et z" celles de l'équation ci-dessus , on aura 

sV = * a + fi'— r», 
expression qui,. ne dépendant point de la quantité ç, 
demeurera la même quelle que soit cette quantité , 
c'est-à-dire, quel que soit l'angle EeB dont elle est la 
tangente ; et comme z 1 et z* représentent les deux lignes 
EM et EM, il suit de là que le produit EMx EM est 
le même pour toutes les lignes menées par le point E y 
ou , que si Ton tire une seconde sécante Em\ on aura 

EMxEM' = EmXEm', 
d'où il résulte que les sécantes EM et Em' sont réci- 
proquement proportionnelles à leurs parties extérieures 
EM et Em , ainsi qu'on le prouve dans les Êlémens de 
Géométrie é 
Lorsque lé point E est en dehors du cercle , on a 

puisque «* + fi* exprime le quarré de la distance da 
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A LA GÉOMÉTRIE* l55 

point E au centre A ; mais quand ce point est intérieur 
au cercle , comme le montre la figure 45 , z' et z" F& 4% 
sont de signes differens , parce que le dernier terme 
** + £ a — r* devient négatif à cause de ** -f- £ a < r*. 
D'ailleurs le produit EM X EM* demeure indépen- 
dant de l'inclinaison de la ligne MM', par rapport à AB ; 
et en menant par le point E une seconde corde mm', ou 
a encore 

EM X EM'^Em X Em\ 

d'où il résulte, comme on le prouve dans les Élémens de 
Géométrie,que les cordes d'un même cercle se coupent en 
raison réciproque ; et l'on voit que ce théorème et le pré-* 
cèdent n'en font , à proprement parler, qu'un se.ul , puis- 
qu ils se déduisent de \a. même équation. 
En tirant de l'équation 

\â valeur de z, on trouve 

Z = ; , 

n „ = —(« + fia)—{/?Ji + <* a ) — (g — ^ Ô a ; 

lA + <* a * . 

telles sont les expressions des lignes EM et EM'. 

Elles peuvent être simplifiées en changeant les coor- 
données , de manière que les abscisses x et a soient 
prises sur la w droite AE y fig. 44 > <pi 'j°û?t I e point E Fig. 44, 
avec le centre A du cercle propose \ en partant toujours 
de ce centre, et que les ordonnées y soient perpendi- 
culaires à cette droite: on aura alors 
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„__ — * — yVQ -fr g fl ) — qV a 

r équation du cercle ne obligera point, maU celle d» 
la droite EM deviendra 

107. En supposant que le point E soit extérieur au 
cercle, on obtient 

y/i + o* 

mais il est visible que cette ligne diminue à mesure que 
]a ligne EM, tournant autour du point JS, tend à sortir 
du cercle, et que les points M et M finissent par coïn- 
cider en N, lorsque cette ligne n'a plus avec le cercle 
qu'un simple contact : à ce point, on a donc M M 9 = o , 
et par conséquent 



Voilà l'expression de la tangente trigonométriquV 
de l'angle que doit faire avec la ligne AE, une ligne EN, 
menée par le point E t de manière à toucher le cercle ; 
et par conséquent la solution algébrique de ce pro- 
blème : Par un point pris hors du cercle , mener une 
tangente à ce cercle. 

108. Les mêmes considérations serviront aussi à dé- 
terminer la tangente menée par un point pris sur la 
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circonférence du cercle ; et* pour plus de généralité > 
je placerai, ce point d'une manière quelconque. En 
désignant toujours par « et /S ses coordonnées , on 
aura par l'équation du cercle, à laquelle ces quantités 
doivent satisfaire , s 

«* + /3 a = r a , 
ce qui réduira l'équation 

yi+a* î. 



h *±») missof 



et dans cet état elle se décompose en 
ses deux racines seront donc 

et la différence de ces valeurs , ou la longueur de la 
partie de la sécante comprise dans le cercle, sèfa 

fl^ + ite) , 

Pour que cette quantité s'évanouiste , il faudra qu'on ait 

m'+fia^so, ou a = — ^, 

résultat qui s'accorde avec ce qu'on démontre dansles Élé- 
mens de Géométrie ; car la droite menée par le centre du 
cercle et par le point dont les coordonnées sont * e t fi, ou 

A 

UœyondN, aurait pour équatipny :^- x (87); l'&gu** 
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tiony — fi = a (x — «) devenant, pat la valeur de 4 

trouvée ci-dessus , y— fi ——\ ( * — « ) , représentera 

la droite perpendiculaire à ceTayon, et passait par le 
poinjt dont les coordonnées sont * et £, C«si>-»*dtrt 
par son extrémité N (90J» 

Si l'on voulait connaître la distance de l'origine A des 
coordonnées , au point où la tangente NT rencontre 
Taxe des abscisses , il faudrait, dans l'équation de cette 
tangente , faire j = o , ce qui donnerait 

— fi = — -(x — a) et *.=»-• — • — = — , 

à cause de **-{-fi* = r*. 

109. On peut, par ce qui précède, résoudre la 
question suivante : Trouver h positiorufue doit avoir la 
ligne EM , menée par le point donné £ , pour que là 
partie MM' de cette ligne , comprise dans le cercle , soit 
d'une grandeur donnée m* Afin de parvenir à des 
expressions plus simples,' je prendrai, comme à la fin 
du numéro 106 , la ligne AE pour axe des abscisses , 
et en égalant à m la différence des valeurs de % , obte- 
nue dans le numéro 107, j'aurai 

2 l/^i + û'î-aV é 
m = ■ - ., 

Faisant disparaître les radicaux , il viendra 

m * (! 4. a a ) = 4r a (1 + a a ) — 4« V ; 
d'où je tirerai 

yV 1 — m m 

- Csa " ■ ■il-tt-i;. 1 ■■ ■ i^g r» 

et subrtituant cette valeur dans y=ri(x — • #»), j'obtien* 
drai l'équation cte la droite cherchée. 
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Ce n'est encore là que la solution analytique du 
problème qui m* occupe ; il fiut maintenant construire 
l'expression ci-dessus*, Pour y parvenir , on observera 
d'abord que le numérateur 1/4** — »*■ exprime le 
côté d'un triangle rectangle dont nr est l'hypoténuse , et 
m le troisième côté. On donnera ensuite au dénomina- 
teur 1/4»»— 4r» -f m % la fo rme i/4* a — (4r* — ro a ) , 4 

équivalente à V4* a — (V 4** — m% )* €t ^ u * &**• vo * r 
que ce dénominateur est aussi le côté d'un triangle rec- 
tangle ayant pour hypoténuse tm , et pour troisième 

côté le radical V4**, — m * » ou I e numérateur dont je 
viens d'indiquer la construction. 

En nommant q et p les deux lignes qu'on obtiendra 
par ces opérations , j'ai 

Péquatïon y tss a (a: — «) devient 

et il en résulte que si l'on prend sur AE , A partir du 
poiot^, une distance EF—p, et que par l'autre extré- 
mité de cette distance , on élève une perpendiculaire 
FG = g $ la droite qui joindra l'extrémité de cette per- 
pendiculaire avec le point E , jouira de la propriété 
comprise dans l'énoncé de la question , puisque l'angle 

__„ . r . Q FG 

FEG aura pour tangente trigonometriquea= ^ = — ^ 

1 10. Il doit être évident , d'après ce qui précède, que 
les questions de, Géométrie peuvent être traitées par 
deux méthodes bien distinctes : Tune consiste à déter- 
miner les équations dej lignes qui contiennent les point* 
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cherchés , en partant des propriétés de ce6 lignes , et 
Vautre , à déduire immédiatement de la considération 
des triangles semblables et des triangles rectangles que 
présente la figure résultante du problème supposé ré- 
solu , en s'aidant même de quelques constructions pré- 
paratoires , les, relations des droites qui déterminent la 
position de ces. points. 

La première de ces méthodes, quelquefois plus élé- 
gante que la seconde , est toujours plus générale ; mais 
la seconde est souvent plus simple ; et cela doit être % 
puisque par celle-ci on prend les choses de moins haut, 
et qu'on part de propriétés plus voisines de celles qu'on 
cherche à. découvrir (*). 

ni. L'équation du premier degré n'a donné qu'une 
seule espèce de lignes, savoir, la ligne droite; l'équation 
du cercle s'e$t trouvée du second degré ; mais cette 
équation /obtenue dans le numéro 94, sous la forme 
la plus générale , n'est encore qu'un cas particulier de 
ce même degré dont la formule est 

j*y* + Bxy + Cx*+Dy + Ex = F (1) : 

il reste donc à découvrir les courbes qui répondent aux 
autres cas de cette formule. J'observerai d'abord qu'on 
peut, sans en diminuer la généralité, l'écrire ainsi": 

a . B , c a * D . E F 

y*+~xy+ -x* + -y+ ~x = ~; 



(*) J'ai tracé la marche féconde et uniforme de la première de ces 
méthodes, dans la Préface de mon Traité du Calcul différentiel et 
du Calcul intégral; et les lecteurs qui voudront en connaître plu» 
particulièrement l'application, trouveront de quoi satisfaire leur goût 
dans la a* édition du Recueil de divreses Propositions deGéomé-> 
trie, etc., publié par M. Puissant, savant très recommandable * 
maintenant Officier supérieur du corps des IngénieurvGeographesi 
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et faisant pour abréger 

Â~ b > À"*' Â~ d > A=*°' Â= f > 

il en résultera 

y:+ hxy + c^-f- dy 4- ex ~f. 

Le moyen qui s'offre le premier pour déterminer le* 
circonstances du cours des courbes cherchées , c'est 
d'examiner la marche des valeurs de l'ordonnée , par 
rapport à celles que l'on peut assigner aux abscisses , 
et pour cela de résoudre l'équation ci-dessus , par rap- 
port ky. Ea opérant ain*i, on trouve . - 

y=-H**+^±S/4tf--e*~ cx*) + (bx + d)>. 

Développant la quantité. qui est sous le radical , et l'or- 
donnant par rapport à x -, il viendra 

J— ' •' ."- q 7 ~~ ~~> » 

Faisant pour abréger 

on aura - 

a * ' • ' 

On voit d'abord que la jraleur de ^ est composée de 
deux parties , dont l'une , exprimée par — bx + d t 

Pordonnée d'une ligne droite ayant pour équation 
y — — £&*— Jrf, qui ^ë construit en prenant sur 
l'^xe AC \ av4**aw*.,4*A*>f& 46, une partie Fig. 4& 
^p == i d , et menant pap le point £> une droite DE , 
faisant du côté des x négatifs un angle DE A , don* 1«, 
Trigonométrie. 7 e édition. ' 11 
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tangente soit égale à i b (87) ; en aorte que AP étant x s 

bx 11. d 
PN sera — — . Il est évident maintenant que pour 

ayoir les points qui appartiennent à la courbe cherchée, 
il fant porter dans la direction de PN , tant au-dessus 
qu'au dessous de ta droite DE, des parties NM et NM' 
égales à 

puisqu'on aura par ce moyen 

PJlf=— i(bx + d) + ï\/p — mx — mx 8 , 
Pif' ss — i (6x+ d) — iV'p — aux— m*». 

La droite DE Jouît ain?i de la propriété remarquable 
de partager en deux parties égales les lignes menées 
parallèlement a AC , entre deux points de la courbe 
cherchée, et c'est pour cela qu'on lui adonné le nom 
es diamètre ; "niais il y a cette différence entre la ligne 
DE et les diamètres du cercle , que ceux-ci rencon- 
trent à angle droit toutes les lignes qu'ils divisent en 
deux parties égales, tandis que la première le fait obli- 
quement; cependant on verra bientôt que ces deux cir- 
constances dérivent d'une même loi. 

lia. L'équation ci-dessus se simplifierait beaucoup 
en prenant pour ordonnées les droites NM et NM\ 
c'est-à-dire en faisant 



ri viendra alors 

t = db { \/p — %nx — mx? ; 

filais les abscisses AP ne seraient plus comptées sur la 
ligne de laquelle partent les ordonnées. Pour les rame* 
lier à cet état , il faut les prendre sur le diamètre DE : 
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c est ce qu'on effectuera en posant DN=s-, et en oIk 
servant que si Ton tire DG parallèle à AB > on aura 

DG = DN cos D = s cos £>. 

L'angle Z> est le même que Pangle E , dont la tangenv, 
est £ i, son cosinus est — = — — ~ f j> é g/\ - 

et puisque AP = Z>G , il en résultera 

as 
a?=— ;== ou x=qs t 

t/4+A* * 

en faisant , pour abréger , 



|/4 + * a 
La valeur de x étant mise dans celle de t $ on trouve 

* = ± ï ^/p — anqs — mçV , 

relation qui doit exister entre s et t , ou entre les droites 
DN et ilfiV, pour chaque point de la couibe, et qui est 
par conséquent son équation rapportée aux coordonnées 
DN et NM. Celle-ci, quoique plus simple que 

y*+bxy + cx*+dy+ex=:f, 

est aussi générale , puisque les transformations effec- 
tuées jusqu'ici, n'ont introduit aucune condition par- 
ticulière. 

L'expression de t étant affectée en général d'un radi- 
cal du second degré , ne saurait avoir de valeur réelle 
qu'autant que la quantité p — anqs — mq V sera posi- 
tive. L'examen de cette circonstance présente plusieurs 
cas que je discuterai successivement. 

11 3. Je suppose d'abord, que la quantité désignée 

il. 
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par m dans le n° 1 1 1, soit positive, et je mets l'exprès-^ 
sion p — 2nqs — mq V sous la forme 



/ p zn \ 

7 \m</ a m</ / 

pour n'avoir plus à considérer que celle-ci : 

p arc a 

mq* mq ' • 

de laquelle on peut faire disparaître le terme où $ n'est 
qu'au , premier degré , en prenant » 

i=su (Élém. d'Alg. aoq) ; 

et après la substitution et la réduction, elle devient 

Pour savoir ce qu'est #, il suffit de construire sa yaleor 
en $ ; et l'expression 

mq mq 

montre que l'origine des u doit être placée en arrière 

de celle des s, à une distance OD= — , parce 

mq; r 

qu'alors 

ZWaa ON — OD = u — — . 

Cela fait , on a 
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«t l'on voit que l'expression de t sera réelle, tant que 

qu'elle sera nulle quand 



pm + n a . „ /pm + n* 



Ces dernières valeurs indiquent donc les intersections. 
de la courbe avec le diamètre DE\ et en les portant de 
chaque côté du point O, à cause de leurs signes , on 
obtiendra les points / et ï placés à égale, distance du 
premier. 
Au-delà de ces points , la quantité 

devenant négative , les ordonnées t seront imaginaires »; 
la courbe n'aura aucun point correspondant aux ab- 
scisses plus grandes que OI et Of ; elle sera donc 
renfermée dans l'espace compris entre les lignes 1H 
et Î'H\ menées par les points / et /', parallèlement aux 
ordonnées. 

1 14* Les deux valeurs de t en u ne différant que par 
leur signe et demeurant les mêmes soit qu'on prenne u 
positif ou négatif, il s'ensuit qu'à l'abscisse QN'= ON , 
répond l'ordonnée N'M" égale à NM ' et placée en sens 
contraire, en sorte que les triangles AFN'O, et M' NO, 
éont égaux , et que par conséquent la droite M 'M" est 
partagée en deux parties égales au point O. Cette pro- 
priété dont le point O jouit par rapport à tous les 
points de la courbe , lui a fait donner le nom cle centre , 
par analogie avec le centre du cercle; mais pour les 
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autres courbes > les rayons ne sont égaux que deux à 
deux , parce que les diamètres sont inégaux. 

11 5. La forme de la courbe que représente l'équa- 
tion entre t et u, se reconnaît aisément par la construc- 
tion de cette équation ; et pour l'effectuer, je fais d'abord 



m*<7 a 
il vient 

Prenant alors a' pour le rayon d'un cercle ayant son 
centre au point O , u pour l'abscisse , le facteur 
l/a'*— u a exprimera l'ordonnée de ce cercle, élevée 
perpendiculairement à O/. A l'égard du facteur 
J \/mq* , il ne doit représenter qu'un rapport , si l'on 
veut avoir égard à l'homogénéité des expressions (71); 

W 

je le désignerai donc par — , , et j'aurai par conséquent 

a 

On voit ainsi que l'ordonnée NM s'obtiendra en 
cherchant le quatrième terme de la proportion 

a : i'::i/c' s -fB' :t. 

Lorsqu'on aura déterminé la grandeur de t , on la por- 
tera le long de la ligne MM\ tant au-dessus qu'au-des- 
sous de DE , à cause du signe ±. 

h est évident que la courbe résultante de cette con- 
struction sera fermée comme le cercle , et ne s'étendra 
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que dans l'espace compris depuis uec' jusqu'à 
u =— a' , puisqu'au delà de ces limites , le radical, ou 
l'ordonnée du cercle , sera imaginaire. 

La plus grande valeur que puisse avoir l'ordonnée t, 
est visiblement celle qui répond au point O, pour lequel 
u=o ; on a dans ce cas 

prenant donc les droites OL et OU égales à b', les 
points L et U seront les limites de la courbe dans le 
4ens de ses ordonnées , comme les points / et V le 
sont dans celui des abscisses. 

1 16. Il est important de remarquer que si la quantité 
représentée par a' a était négative, le radical yV^—u* 
demeurerait toujours imaginaire, et l'équation proposée 
ne saurait exprimer alors aucune ligne. En remontant à 

la valeur de a' a , qui est - — -— — . on verra qu'elle serait 
n m a 7* n 

négative si p était affecté du signe — , et, qu'on eût en 

même temps pm y> n a . 

Quand dans ce cas pTO=n a , il vient (11 5) a f = o , 

ij 

i' = o; mais on a toujours —, ^=z\^mq % t et par con- 
séquent 

équation à laquelle on satisfait en posant t = o , u = o : 
on peut donc dire que la courbe se réduit alors au seul 
point O, où *=o, u=o , et que ce point est la limite 
' vers laquelle tendent , à mesure que les diamètres //' 
et LU diminuent, les courbes données par l'équation 
ci-dessus. 



Digitized 



by Google 



l68 APPLICATION DE i/aLGÈBRE 

En élevant au quàrré les deux membres de l'équatio* 
elle se changé en 

et en 4mt % +m*<fu*-~pm— »* = # 

Lorsque p est négatif, elle devient 

4mt*+ m*q*u* +■ P» — * a — o ; 

et quand prh > « a , son premier membre étant la somma 
de trois quantités essentiellement positives , puisqu'on 
suppose que m est aussi positive , il ne peut devenir nul 
que dans le cas où Ton aurait séparément les trois, 
équations 

4fli£ a = o, m a 9 ft tt a = o, pni -~7* a = o. 

On peut satisfaire aux deux premières en faisant t = o , 
u = o; mais la dernière exprime une condition sans 
laquelle, la proposée est tout-à-fait absurde. 

117. Je suppose à présent que m soit négative; la 
quantité p— 2/u/s — mq*s* deviendra 

on fera disparaître le terme — — s , en prenant 

s = u -j • et la quantité — - , qui représente DO , 

Fig. fo'fig. 47, ayant ici le signe +, se portera sur la partie DF, 
affectée aux abscisses positives. On aura ainsi le centre O m 
et l'équation proposée deviendra 
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posant - fl a - =db a' a , selon que la quantité pm — n* 

y» 
sera positive ou négative, et faisant toujours J rofl* = -75» 

on obtiendra 



«sdi^V^M'iS 7 "'- 



Cette équation paraît renfermer deux cas distincts : 
elle n'en contient cependant qu'un seul ; car si on élève 
ses deux membres au quarré , on en déduira- 

d'où a' a * a — b'*u* = a' a i' a , 

équations qui ne diffèrent l'une de l'autre que parc* 
que dans la seconde , a' et t tiennent la place qu'oc- 
cupent V et u dans la première > et réciproquement; 
il suffit donc d'examiner ce que signifie l'une d'elles. 

Je considérerai en particulier la seconde : on en 
tire 

V — — — 

l'ordonnée t se construit en cherchant une quatrième 
. proportionnelle aux trois lignes. 

a\ V et y/u % —d % , 

dont la dernière est une moyenne proportionnelle entre 
w — d et u + a', et ne se trouve réelle qu'autant que 
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w>a'. La courbe cherchée n'a donc, depuis u =6 
jusqu'à u —a', et depuis u = o jusqu'à u =— cl , au- 
cune ordonnée réeUe ; et comme u = a! et u = — a' 
donnent également * = o , il en résulte que cette courba 
rencontre le diamètre DE aux points / et i 1 , où se ter- 
minent les abscisses O/ et OF égales à d> mais qu'elle 
ne s'étend point entre les droites IH et Vît '. 

Au-delà des points /et /,ona«>o', soit positi- 
vement, soit négativement , l'ordonnée t augmente sans 
cesse, et rien ne limite la grandeur à laquelle elle peut 
* atteindre. D'après ces considérations , il est visible 
que le cours de là courbe est pareil à celui des lignes 
Klk, K'fk', séparées par l'intervalle lî \ et dont les 
branches 1K et Ik, ÏK' et M s'étendent à l'inEni. 

Si Ton considérait cette courbe par rapport à la 
droite LU, c'est-à-dire en prenant t pour l'abscisse , 
et u pour l'ordonnée , son équation donnerait 

Dans cette forme, u ne saurait devenir moindre que 
OJ et Or, et la courbe ne rencontre point son dia- 
mètre LL\ Il est évident par là que l'équation 

conduisant aussi à 

v doit appartenir à une courbe QLq , Q'L'q'àe la même 
espèce que Klk , K'ï k' , mais tournée par rapport au 
diamètre LU des t , comme celle-ci l'est par rapport 
au diamètre //' des u. 
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j 18. Si l'on avait d = o ou pm — it* = o (1 17) i 
l'expression de t se réduirait à t = rh* ^mq*u* , et 
donnerait les deux équations distinctes 

t=îqu\/m, t = — ïqu\/m, 

qui ne représentent que deux lignes droites menées 
par le point O. Pour les construire on prendra à volonté 
une abscisse OR y il viendra 

tz=s±iiOR.q^m 9 

et portant ces valeurs de R en S et en 5' , on tirera 
OS et OS\ qui seront les droites demandées. 

Je vais comparer à ces droites la courbe Klk, en 
prenant pour une abscisse quelconque ON — u+ la 
différence MV des ordonnées correspondantes NM et 
NV* La première étant exprimée par 

et la seconde par 

j'obtiendrai 

MV-\qu y/m-\quy/m-\/ 1-§ 



La différence 1 — l/i— ?-! devient" plus facile à 

/" — yr" 

appréciér lorsqu'on développe l'expression 4/ 1 — -- : 
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fcr la racine da premier terme 1 , étant 1 , on fera 



v/ 



i— .— - =;i + a . 
u 
et on aura 

i — ~ = i + fl*-f **; 

mais plus on supposera u considérable , plus la fraction 

a' a 

— sera petite, et moins la racine 1 -+• z différera de 

l'unité : en négligeant donc , suivant la taéthode donnée 
en Algèbre , n° ai5 , %* dans l'équation ci-dessus , on 
aura 

_£■ 

au*" 

Pour approcher ensuite davantage da cette va- 

a' a 
leur, on fera 2= ■ -f. £ et on calculera sembla- 
it 

blement z\ qu'on trouvera — g-^ , et ainsi de suite (*)* 

On aura donc 

= ^y'n[-+ g-, + etc. }, 

d'où Ton voit que plus u augmentera, plus MV dimi- 
nuera, mais sans pouvoir jamais devenir nulle. 

Il suit de là que plusjla courbe s'éloigne du point O, 
pins elle s'approche des droites OS et OS \ sans néaô- 



{*) On peut aasfti tirer ce développement de la fortoùle da 
fcftomc. 
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moins pouvoir les rencontrer ; en sorte que ces droite* 
sont les limites des parties KJh , K'I'k' , de la courbe 
proposée, qui ne peuvent jamais sortir de l'angle SO&, 
et de son opposé par le sommet. 

1 19. Dans le cas où m = o , on a simplement 

on réduit là quantité qui est sous le radical à un seul 
terme , en faisant 

p 

et par ce moyen il Tient \ 

t = ±i±\/ànqu, ou t = 3l\/e'u 9 

en représentant { nq par e'. On voit aisément que cette 
équation donne t = o en même temps que u r= o , et 
que par conséquent le point du diamètre DE ,fig, 48 , Fîg. 4& 
sur lequel on a pris l'origine des u, appartient à la courbe 
cherchée. Pour trouver ce point il faut faire u s= o 
dans l'équation 

.=-2-- -s, 

znq 

posée ci-dessus , on obtient s = -£-— , et en portant cette 

quantité sur DE , du côté des abscisses positives , on 
aura le point/, où la courbe proposée rencontre DE. 

Si la quantité e est positive , on ne pourra prendre u 
que positivement ; mais rien ne limitera sa grandeur, 
non plus que celle de t , en sorte que la courbe doit 
s'étendre à l'infini de ce côté seulement, ainsi que le 
marque la ligne Rlr. Elle serait tournée du côté opposé 
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si e était négatif, parce qu'il faudrait alors prendre u 

négativement. 

L'équation JscrhyVi* se construit en prenant une 
moyenne proportionnelle entre l'abscisse ZZVr=Hetune 
droite égale à e' ; le résultat est l'ordonnée NM, qu'il 
faut , ici comme dans les cas précédens , porter tant 
au-dessous de DE qu'au-dessus. 

Il faut remarquer que l'équation primitive 



/• t = db i l/p — 27M F 

se réduit à t = ± { \/p , quand 11 = 0, parce qu'alors 
la courbe considérée dans cet article, se change en 
deux lignes droites , menées parallèlement à l'axe des 
s y à une distance ~\/p , tant au-dessous qu'au-dessus 
de cet axe. Ces deux lignes, se rapprochant de. l'axe à 
mesure croe p diminue , se réunissent sur cet axe quand 
p=o, et il devient dans ce cas le lieu de l'équation 
proposée. 

1 so. D'après ce qui a été trouvé dans les numéros 
précédens, l'équation 

y+bxy+ cx»+ dy + ex—f 

ne peut prendre que l'une de ces trois formes : 



1 5= db -, l/a' a — u a ! t a' a f B +i ,ft u*=a'«i'% 

a I 1 

1 / I ou, en faisant 1 

t = rfa ^ \/u*--q'*\ disparaître Ib'*u*-a *?z=a'*b" 3 

I les radicaux, I 
* = ± S/Vu 1 ! t*=e'u> 

selon que m est positive, ou négative, ou nulle; elles 
répondent au cas où la quantité /fc— b*, qui revient à 
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AAC — B % 

A l (i n),et qui est de même signe que fatC—B*, 

est positive, négative, ou nulle; elles sont comprises 
aussi dans la seule équation 

* = ± i \/p — znqs — mq*s*. 

Les courbes représentées par la première, qui 
rentrent sur elles-mêmes, et qui comprennent un es- 
pace fermé de toutes parts (i i5) , sont désignées sous le 
nota d'ellipses. Celles que donne la seconde , compo- 
sées de quatre branches infinies formant deux parties 
séparées (117), se nomment hyperboles , et les droites 
entre lesquelles elles sont renfermées (118), asymp- 
totes. Enfin la troisième équation est celle des para- 
boles (119)." 

Pour achever la discussion de tous les cas compris 
dans l'équation générale 

Ay' + Bxy + Cx'+Dy+ExsxF, (1) 

il ne reste plus à considérer que celui où lès deux 
coefficiens A et C sont nuls; car quoique les transforma- 
tions opérées jusqu'ici deviennent illusoires , quand 
^=0, l'équation contenant x* y quand C n'est pas nul,, 
peut être résolue par rapport à cette quantité, et les 
formules des numéros précédens servent encore , en y 
changeant y en a; et a: en y, c'est-à-dire, en faisant de 
l'axe des ordonnées celui des abscisses ; mais le cas où 
A et C sont nuls tous deux , échappe entièrement à ces 
formules, parce que l'équation (1), réduite alors à la 
forme 

Bxy + Dy+Ex = F, 
n'est plus que du premier degré, par rapport à cha~ 
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* cune des coordonnées x et y : il mérite donc UA 
examen à part» 
. Je mets cette dernière équation sous la forme 

xy + dy + èx—f, 

te qui n*en diminue en rien l'étendue , et j'en tire 

/"— • ex 

J x + d ' 

l'ordonnée né devient donc jamais imaginaire é 
Si l'on fait d'abord y=zo , on trouve 

«=£ 

e 

Fig. 49. Telle est l'abscisse du* point È , jig* 4$ » où la courbe 
cherchée coupe Taxe des abscisses AB , et elle 1 passe 
ensuite au-dessous , puisque y devient négatif quand 

f f 

x ^> ~* Quand x = o , il vient y ==*£= , valeur qui in- 
dique le po,int F où la courbe rencontre l'axe AC 
àe$y. 

En passant dans la partie négative de l'axe des x> 
F ordonnée y continue à croître , parce que le déno- 
minateur x + d diminue par la soustraction dé x, et 
devient o , lorsque x=> — d. Dans ce cas , la valeur 
infinie qu'on trouve pour y , montre cme la courbe nô 
«aurait atteindre la droite GS menée sur l'abscisse 
AG = — d , perpendiculairement à l'axe AB. 

Lorsque x , continuant à être négatif/ 'remporté 
sur d t la valeur de y change de signe, mais en 
commençant par être plus grande <jue telle quantité 
qu'on voudra ; on voit donc par là qu'il y a au- 
dessous de AB , de l'autre côté de GS , une branche 
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ÊL f ï* semblable à Kl, mais en allant en sens inverse , 
c'est-à-dire se rapprochant de A B à mesure que l'ab- 
scisse augmente négativement. 

Il reste à savoir ce que devient y à mesure que x 
augmente, soit positivement , soit négativement; et 
pour cela, je divise par x les deux termes de l'ex- 
pression dey : il vient 

/-* ' 

v== î. 

résultat qui tend sans Cesse vers y s= — e , à mesure 

€ d ' 

que les fractions- et - diminuent, ou que x augmente. 
x x 

Tirant donc à une distance AHc=e, au-dessous de 
AB y HS f parallèle à cet axe, on aura une limite de 
laquelle les branches Ik et I'h! s'approcheront sans 
cesse ; et par conséquent les parties Klk et K!ï\i de la 
courbe cherchée ne sortiront jamais de l'angle SOS' et 
de son opposé. 

Ce qu'on vient de voir suffit pour montrer l'analogie 
qu'il y a entre la courbe que je considère maintenant » 
et celle qui est nommée hyperbole ; il serait même fa- 
cile de changer l'équation de celle-ci dans la proposée, 
en prenant pour axe des coordonnées les asymptotes in- 
diquées dans le n° 118. Je ne m'arrêterai point à ces 
détails , devant revenir sur ce sujet par une méthode 
plus générale (129). Je me bornerai à montrer que si 
l'on prend, dans l'exemple actuel, des coordonnées par- 
tant du point O , où se rencontrent les asymptotes G$ 
et HS f J en faisant 

x—t — d, y = u— e, 

Trigonométrie. 7 e édition* 12 
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l'équation proposée devient 

ut—f+de, 

forme sous laquelle on voit bientôt que les deux 
branches sont semblables. 

îai. Les dernières équations de la page 1 74 paraissent 
réduites à la forme la plus simple; mais les coordonnées 
n'y sont pas perpendiculaires entre elles comme dans les 
équations de la ligne droite et du cercle , dont j'ai fait 
usage jusqu'à présent : cependant la situation des or- 
données est liée à celle des abscisses par la condition 
que les premières sont parallèles à la droite qui touche 
la courbe à l'extrémité de son diamètre. Pour s'en con- 
raincre , il suffit d'observer que les points M et 2kT t 
jig. 46 % Al e * 48 , se confondent en un seul , au point /, 
circonstance qui forme le caractère essentiel des points 
de contact (107). En effet, la somme des deux or- 
données, ou la distance des points M et M' étant 

exprimée par —7 y a! % — u* pour l'ellipse , par 

ai' , y 

— yu* — a * pour l'hyperbole , et enfin par aye'u 

pour la parabole , devient nulle au point /, ou l'on a 
u = d pour les deux premières courbes , et u = o pour 
la troisième. 

L'équation des ellipses étant symétrique par rap- 
port aux deux indéterminées t et u , de manière que 
l'expression de u en t a la même forme que celle de 
* en w, on pourrait prendre aussi les t pour abscisses t 
et les u pnut ordonnées , et on verrait que le diamètre 
Flg. 46. Il*, Jig. 4S , est lui-même parallèle à la. tangente n:enée 
par le point L. Les droites //' et LU , jouissant t ouf et 
deux des mêmes propriétés , se nomment pour cette 
raison 'diamètres conjugués. Il est évident que dans U 
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cercle , les diamètres conjugués doivent être perpendi- 
culaires entre eux , puisque la tangente menée à l'ex- 
trémité d'un diamètre quelconque lui est perpendicu- 
laire : le nombre des diamètres qui jouissent de cette 
propriété est infini pour le cercle. Il n'en est pa^ de 
même pour l'ellipse; mais quoique , pour cette courbe , 
l'analyse précédente n'ait fait découvrir que deux dia- 
mètres conjugués , se coupant obliquement , elle en a 
néanmoins toujours dejux qui se rencontrent à angle 
droit , ainsi qu'on Je verra plus bas. 

Sx l'on rapproche ce que je viens de faire sur l'é- 
quation générale du second ordre , de ce qu'on a vu 
dans les numéros 87 et g4, pour la ligne droite et 
pour le cercle, on reconnaîtra que l'équation d'une 
même ligne prend des formes très différentes , suivant 
les coordonnées auxquelles on la rapporte. Il peut donc 
être utile de savoir changer ces coordonnées , afin 
de pouvoir passer à celles qui donnent pour la ligne 
proposée , l'équation la plu^ simple ; et je vais cher- 
cher en conséquence les formules générales pour chan- 
ger les coordonnées d'une courbe en d'autres situées 
d'une manière quelconque , tant par rapport aux pre- 
mières qu'entre elles. 

laa. Le plus grand changement qu'on puisse appor- 
ter dans le système des coordonnées , sans cesser de les 
prendre droites et respectivement parallèles à deux 
lignes fixes > consiste à leur donner une nouvelle ori~ 
gine et d'autres directions. J'embrasserai tout* de suite ^ 
ce cas général , et je supposerai qu'on se propose d'ex- 
primer les valeurs des coordonnées AP = x % PM—y, 
Jig. 5o , relatives aux axes AB et AC, par deux autres Fig. 5o. 
coordonnées A"P"zzz.t, P*Mz=zu, rapportées aux 
axes-4T#", A?C, dont on connaît la position à l'égard 
des premiers. 

îfl.. 
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Ayant mené par la nouvelle origine A", les dtoitei 
ATBf et A"C, respectivement parallèles à AB et à AC> 
les distances AA' et A' AT seront données par l'hypo* 
thèse \ et en les représentant par « et par fi , on aura 

AP = A'P + A A' = A a P' + * , 
PM= P'M + A?AT=z FM + fi. 

Tirant ensuite par le pied de là nouvelle ordonnée P'M, 
les lignes P"Q et P*R, Tune parallèle à AB et l'autre à 
AC, on observera que puisque les axes A*B" et APC, 
sont donnés de position à l'égard de AB et AC , on doit 
connaître tous les angles des triangles ATP'R, P"MQ, 
ou, ce qui revient au même, les rapports de leurs côtés 
homologues : faisant donc 

ATR _ P U R — **<?_ <?* r _ 

^P"— m > ^"P"— "' WM~ ?y PUT* 

on aura 

^rfl^to.^P^mi, P*R^n.A m P"=nt % 
P"Q = p.P"M=pu, QM = q.P*Mî=qu, 

d'où l'on tirera 

^"P' =^fl.+ P'Q = m* + pu , 
J^Jf = P"/{ + CM -a nt + qu , 



et enfin 

Telles sont les valeurs les plus générales que puissent 
prendre les coordonnées x et y , faisant entre elles un 
angle quelconque , lorsqu'on les exprime par d'autres 
coordonnées du* même genre, mais situées comme on 



=zAP = A m P' + d=:tnt + pu + *, 
= PM=P'M +fi — nt + qu + fi. 
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voudra. Voici maintenant comment on en déduit celles 
qui conviennent aux différens ' cas particuliers qui 
peuvent se présenter. 

i°. Si l'on supposait les nouvelles coordonnées paral- 
lèles aux premières , et qu'on ne fît que changer la 
position de l'origine, les lignes JTC et APC se con- 
fondraient , ainsi que A m B n et A?Bf \ on aurait par 
'conséquent 

*m = i, 7i=o; p = oi et 9=^=u> 

et il en résulterait 

jm=*+*> y=u+fi, 

ce qu'il est facile de voir à priori , puisqu'afors A?P" 
et A?P se confondraient , ainsi que P"M et P'M. 

En égalant à zéro ou. * ou fi , on conservera dans sa 
place ou Taxe AC , ou l'axe AB. 

22°. Si l'on ne voulait changer que la direction des axes 
AB et AC 9 et qu'on laissât toujours l'origine au point 
A , les lignes At?B et ATC tombant dans ce cas sur, 
A B «t sur AC , on aurait en même temps 

«=^0 et £=0,,. 

ce qui donnerait 

x=mt-}~pu f y=nt-{-qu^ 

On voit qu'en, supposant m ss: 1 et n = o , d'où il 
résulterait x = t-j-pu, yz=qu, on ferait coïncider 
la ligne A w B a avec -4 W Z?' , et que par conséquent on 
n'aurait changé que la direction de l'ordonnée ; on 
prouverait de même que x = mt et y = nt + u sont 
les valeurs de x et de y , relatives au changement de 
U direction des abscisses. 
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ia3. Il faut observer qu'il y a entre les quantités m; 
n , p et ç , qui dépendent de la direction des nou- 
velles coordonnées , une relation nécessaire, en sorte 
qu'on né petit les prendre toutes les quatre arbitrai- 
rement; car si, connaissant l'angle des axes primitifs 
ATff et ATC, on se donnait encore les angles B?A m B f 
et C"A*B U , la position des nouveaux axes ATB" et 
AFC a serait entièrement déterminée par ces trois an- 
gles : aussi, lorsque txois des quantités m, n, p et 9, sont 
connues , on construit aisément les axes dés deux 
systèmes de coordonnées. 

En effet, soient données m, n et p ; on tirera d'abord 
une ligne quelconque, pour représenter Taxe ATB* ', et 
prenant sur cette ligne , une grandeur arbitraire ATR , 
on construira un triangle A m RP" , dont les oètés Â*R t 
P"R et A*P U , soient entre eux comme les quantités m, 
i» et i ; le côté P"R sera parallèle à Taxe jfC , et le 
côté ATP" donnera Taxe A»B U . 

Considérant ensuite que si Ton prolongeait P"R jus- 
qu'à la rencontre de Â m C\ les triangles A m RD et P"QM 
seraient semblables comme ayant leurs cotés parallèles, 
et qu'on aurai* A m R \ AFD \\ P"Q ; P"M, ©a :: p ! i, 
on voit que A U D étant déterminé par cette proportion 
suffit pour achever le triangle A*RD et obtenir l'autre 
axe J*C\ Le rapport des côtés A"D et DR donnera la 
quantité 9. 

Lorsqu'on passera d*uh système connu de coordon- 
nées à un autre système également connu , les quan- 
tités m , n, p et 9, calculées suivant leurs définitions, 
auront enfre elles la relation dont on vient de parler ; 
mais il suit de ce qui précède , que la position de 
l'origine étant donnée , on ne peut déterminer la direc- 
tion des nouveaux axes , de manière à satisfaire à plus 
de deux conditions différentes, et que dans les ex- 
pressions x~mt+ pu-f-*, y — nt + qu + fi, lés* 
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quantités x et y, t et », ne sauraient être les coordon- 
nées d'un même point, relativement à deux système* 
de coordonnées droites et parallèles 9 tant que m, « , p 
et q seront quelconques. Voici un moyen tris simple 
de trouver la relation qui doit exister entre ces quantité*. 
Si l'on mène par le point M les droites MG et MH 9 
respectivement perpendiculaires k-A*B r et jfB") et 
qu'on suppose connus les angles MP'Bf = C A m ff et 
MP a B?=C tt A m B\ on aura le rapport de FM à 
P'G, et celui de P"M à P"ff. Nommant g le premier 
et h le second , il en résultera 

P f G = P f MXg et W=WxJ; 

tirant ensuite jfM y et représentant A m I* et P'M 
par x' ety'> les triangles obliquangles A*P Met ATP" M 
donneront » 



A°M=A m P'+P'M+%A«PxP f G^*-ty'*+iigx'y' > 



En égalant ces deux expressions de A*M \ il viendra 

mettant pour x'et y' leurs valeurs mt.-\-pu et nt'+qu^ 
on iaura 

Çjn'+nt+agrn^r+Qï + q' + agpq)* 
-|- a \jnp+nq + g (np -f- mq)2tu = J* + u a + &htu. 
Cette équation devant avoir lieu , quelle que soit la po- 
sition du point M > il faut qu'elle se vérifie toujours in- 
dépendamment de t et de u ; condition qui donne les 
trois équations 

m a 4- »* -f %gmn = i \ p* + q* -f agpç == 1 ,: 
mp+ nq + g (np + m?) = A. 

En chassant g des deux premières,, le résultat / 
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(m 3 + n*)pq •— (fr -f q*) mn = pq — mn , 

exprimera les conditions auxquelles doivent satisfaire 
les quantités m , n , p et q. 

134. On suppose le plus souvent que les nouvelles 
coordonnées u et t se rencontrent à angle droit, ainsi 
que les premières; dans ce cas, les équations ci-dessus se 
simplifient beaucoup. , Les angles MP& et MP"B" 
devenant droits , PG ou g/ et F' H ou hu , ô.'éva~ 
notassent; en sorte qu'on a Seulement 



d' 


«ri 


l'on tire 


p'-f-<7* = i, . 
znp+nq=o, 











et à cause de mp == — ». n<7 , il vient 

n«4-<f = 1. l 

Comparant ce résultât avec l'équation m a + n a == 1 , 
on trouve qz^m, ce qui donne p = — 71 ; on a donc 
enfin 



une 



en observant que les quantités m et n dépendent I 
de l'autre , en vertu de l'équation ro* + tt*= 1 . 
Fig. 5r. La figure 5i , construite pour ce cas particulier; 
fait voir que m est le cosinus de l'angle B'A w B tt , que 
n en est le sinus, et qu'on a ».-... 
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jFP' ±= ^fl — P" Q = mt— nu ; 
PM =P a R+QM=nt+mu, 

comme je viens de le trouver (*). 



(*) Rien ne serait plus aisé que de changer , non-seulement ici , 
mais encore dans tout ce qui précède, les dénominations des lettres 
m , n , p et q , en sinus ou cosinus des angles compris entre les axes 
des coordonnées; et on aurait alors les formules rapportées dans plu" 
sieurs ouvrages, qu'on a publiés après les premières éditions de ce- 
lui-ci : mais la notation que j'ai adoptée, abrège les expressions , et 
conserve mieux l'élégance analytique. C'est sans doute par cette 
raison que Lagrange et Monge ont généralement préféré, dans 
les transformations des coordonnées que renferment lenrs écrits, 
de simples dénominations littérales , aux lignes trigonométriques , 
que d'ailleurs Euler avait introduites dans ces calculs dès 1748. 

La position respective des qnatre axes qui^e coupent au point 
jf, étant déterminée par trois des angles qu'ils font deux à deux, 
on peut choisir de. plusieurs manières les données de la question : là 
suivante me parait assez simple. 

Je pose , fiç. 5o , , 

B">jr=>,^ cAr'c=+ 9 ca'B'^*, 
d'ù& : " . . • 

puis faisant attention qu'en vertu du parallélisme des droites P"R, 
QMet jf'.C, P"Mtt A?Ç\ P''Qet A*$\ les angles- A m RP n 
et P"QM 'sont suppjémens de CA"B' , les angles À m P"R et 
CA«B\ MP*Q et C 'A'W , P'MQ et C>C" sont égau*, 
j'aurai, d'après le n° 122, 

_ jPR __ sin CJPIP sin (m — ») 
m ~ A'iP" ~ sin CJTB* — shilT" * 

P"R _ ànBrjrB ' _ sin * 
n Œ J± m P" — sin GA w B f ~ siri » > 

— -flg ^ maCA T __ sm + 
P "~ /"W "" ÂZcTk'B' ~ sin~"i ' 

__ QM s\nC" A u 'B' _ sin (»--+) 
q ^J^M :=3 ?mÇ4«'& ~~ • sino. * 
Il résulte de là que 
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Pour changer à la fois, dans ce cas , l'origine des 
coordonnées et la direction de leurs axes , il faudra 
donc prendre 

x=zmt-~nu-)r& r y=nt+mu + fi(iaa) , 

en ayant égard à l'équation 

m a +n a =i, 

et on ne pourra disposer alors que de trois quantités , 
savoir , « , fi et l'une des quantités m , n. 

~ _ ■ - ...,..„. 

«n il sus m 

J an * sm • 

JI n'est plus besoin de considérer aucune équation de condi- 
tion, puisqu'il n'y a dans le calcul que les quantités nécessaires 
à la détermination des systèmes de coordonnées. D'ailleurs ces 
équations de condition sont implicitement comprises dans les dési- 
gnations de sinus et de cosinus , puisque sin a*-f- cos a* = i. 

§i Ton suppose que l'angle CÙFIV des axes primitifs soit droit, 
on aura sin # =x i, et il viendra seulement 

&' = t cos 9 -f. u sin 4 > 
/sïléie-fM eo»4. 

Il esj visible que l'angîe C"u4"B w des axes des nouvelles coor* 
donnée» est exprimé en général par » — (q -f- 4) j s'il devait être 
droite» même temps que ceiui des 1 axes primitifs, on aurait 

u— $ — 4 ==1 *> d'où 4 = — ^, 

d'où 

tin 4 == — sin <f, cos 4 = cos p (i3), 
et par conséquent 

x'sstcos^ — usin*, 
y' =s I sin <p -f. u co*$ , 

ainsi qu'on le déduirait immédiatement de la figure 5i où Taxe 
A"C tombe de l'autre côté de l'axe Â*C , par rapport à l'axe 
, A*& % circonstance exprimée par le changement de signe de 
l'angle 4* 
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1 3.5. Je vais exposer maintenant les simplifications 
qu'on peut apporter à l'équation générale 

Ay*+Bxy + Cx % +Dy+Ex<=F (i), 

par le moyen de la transformation des coordonnées , 
en ne cessant pas- de les prendre perpendiculaires entre 
elles. 

Si l'on fait c 

œ=zmt — nu-\-* t y^^nt-^mu^fi^ 

le résultat de la substitution de ces valeurs dans l'é- 
quation (i) sera encore une équation complète du se- 
cond degré , en u et t ; mais comme on y aura in- 
troduit trois quantités arbitraires , on pourra s'impo- 
ser autant de conditions qui simplifient ee résultat, 
égaler, par exemple , à zéro, les coefEciens des quau- 
» titéa ut, t et u y afin de faire disparaître lés termes 
V qui en sont affectés : on obtiendra alors une équation 
de la forme 

A't*+Cu*=F' 9 

semblable aux deux premières du n° 120. Cette forme 
est remarquable , i°. eu ce que les deux valeur* de t, 
étant égales, et de signes differens * il s'ensuit que Taxe 
des nouvelles abscisses u est un diamètre (1 1 1) ; a°. en 
ce que chaque valeur de u , prise positivement et né- 
gativement , donnant les mêmes valeurs pour t, il en 
résulte que l'origine des u , placée sur le milieu du 
diamètre , est le centre de U courbe (1 14)« 

Le calcul devient plus simple , lorsqu'au lieu d'ef- 
fectuer en même temps, par les expressions ci-dessus, 
les changemens d'origine et de direction des coordon- 
nées , on transporte d'abord les axes parallèlement à 
eux-mêmes. Si , pour cela , on prend 

* = *'+* y~y+*> 
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l'équation (1) deviendra 

Ay+Bafy+Caï* 

\ -J. A/i*+Bafi + C«* + Dfi-\-E«z 

Les quantités « et £ étant toutea deux arbitraires , on, 
peut en disposer pour faire disparaître les termes affectés; 
de x r et de y' t en posant les équations 

sA/3 + B* + P=o, zCt + Bp + E-zzo, (a)* 
desquelles on tire 

BD — qAE BE-~ qCD 

fi — " 



4.AC — B* ' ' 4AC — B* 

Il ne reste plus après cela dans l'équation (2) , que 
les termes affectés de^y'*, x'y 1 \ x'* > et des termes in- 
dépendans des coordonnées x* et. y' ; ces derniers se 
réduisent à l'aide des équations (a). En effet, multi- 
pliant la première de celles-ci par A, la seconde par # t 
et retranchant leur somme de l'équation (2) , après y 
avoir supprimé les termes qui doivent s'évanouir, il 
viendra 

Af+ Bx'y+ Cx'*~ Ap— B«fi ~C** = F... (3). 

Je place à présent les axes des coordonnées dans 
une nouvelle direction, mais toujours à angle» droit, en, 
prenant (n° précédent) 

x' = mt~- nu, y'zzznt-\-mu\ 

et ces valeurs étant substituées dans l'équation (3) , la 
changent en 

[An' + Bmn + Cm^t* 
. 4- 1>(^— C) mn +B (m 9 — n 9 )] ut\ , 
+ [Am* — Bmn + C* a ]a a ' ™ m 

— Ap— B«fl ~ Cc? = F 
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Les deux quantités m et n ne devant satisfaire qu'à 

Téquation m* 4" n% = * > *' en reste une à déterminer, 

et j'en dispose pour ôter le produit ut , en égalant à 

zéro , son coefficient, ce qui fournit l'équation 

*{A — C)mn + B(m*— 7i a )=o (m). 

Faisant ensuite , pour abréger 

An* + Btnn + Cm*= A', 
Am* — Bmn + Crc a r= C , 
•4** + £*£ + C* a + F=F*, 

l'équation (4) devient 

Jf + Ciï^F, 

et prend ainsi la forme demandée , en supposant toute- 
fois qu'on puisse trouver des valeurs réelles pour 771 
et n, qui sont données par des équations du second 
degré. 

136. Ces valeurs se déduisent de la combinaison des 
équations , 

a (A — C) mn + B (m a — * a ) =0 , 
m a -f*ji a =i. 

La première donne 



mn 



_ B (ro a — n a ) 



si on fait -^ — - = y , qu'on élève au quarré la 

a (C — A ) 

valeur de mn , qu'on en chasse n a , au moyen de l'é- 
quation m a + n a = 1 , il viendra 

y* • ' 

nt4—ro a = f-r^; 



Digitized 



by Google 



igO APPLICATION DE L 5 ALGÈBRE 

d'où l'on tirera 
m* = i±:tA ?——l±. l , 



mettant au lieu de y la quantité qu'il représente , et 
substituant les valeurs de m* et de n % dans l'expression 
de mn, on trouvera, en n'ayant égard qu'aux signes 
supérieurs des radicaux , 



n' = J 



mn = 



C—A 

ïViC—Ay + T**- 

B 



Les valeurs de m et de » , tirées de celles de m* 
et de n* seront affectées des signes dfc ; mais on voit 
par l'expression de mn, que ces signes doivent être 
choisis de manière que le produit mn soit de même 
signe que B (*). 



S)Jb C ° mme il CSt in< % a <* dans ^ note, page i«5, on fait 
if ^\C =<$>, on aura 

m=cos^, /i = sin^, 
d\m 

mn = s'm 9 cos 9 = } sin 2<p (u) 

et par conséquent 

?» in 2 + , t mn B 

cos a*" *~ » ^ *' œ m» — w» — a(C— J ^J ' 

formule qui don* tout de suite l'angle que fait Taxe des t ayee 
celui des x, * 
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En substituant les valeurs de m*, n* et mit, dans 
les expressions de A et de C, et en réunissant les 
termes qui ont le même dénominateur , ou verra > 
avec un peu d'attention , que leur numérateur sera 
divisible par ^(C— A)*+~B*, et que 

L'examen de ces expressions conduit aux consé- 
quences suivantes* 

i°. Les quantités A et C sont toujours réelles. 

a°. Si A et Cont le même signe! qu'on peut alors sup- 
poser + , en changeant, s'il le faut , le signe de roua 
les termes de l'équation (1) (page 187), A' seça tou- 
jours positif, et C le sera seulement quand 

C + A> x/tf — Ay + B*, 

condition'qui revient à 

(C + A*)>(C-A>) + B\ 
ou à fl^C> — *AC+B\ 

ou à $AC>B\ 

et de laquelle il résulte que ^AC — B % est une quantité 

positive. 

3°. Si A et C sont de signes différons , ou que A 
étant positif , ou rendu tel, Csoit négatif , il viendra 

A'= 1 {A -r C) + 1 V (C+ A)** *, 

alors A' sera positif et C négatif; mais à cause du signe 
— dont est affecté 4AC, la quantité ^AC — fr est 
négative. 
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, Il suit de là que le signe de C dépend de celui de 
la quantité 4AC — B a . 

4°. Enfin si.' l^AC = B % } il viendra C = o , cir- 
constance remarquable non -seulement parce qu'elle 
réduit à A't % =F' la transformée At*+ Cu*=zF'^ mais 
encore parce qu'elle rend infinies les expressions de * 
et de fi (page ^88)*, on ne peut donc, dans ce cas , 
faire disparaître à la fois les termes affectés de y' et 
de x\ dans l'équation (a). 

127. Pour parer à cet inconvénient, je ferai immé- 
diatement dans l'équation (1) 

x=imt — nu, y = nt-^-mu, 
ce qui donnera 

[An*+Bmn +Cm*]t* ï 

+ [2(A—C)mri+B(m*—n*)']ut / 

+ [>*/n a — Bmn + C/t*> a ( (5) ; 

4- (Dn + Em) t + (Dm — En) u = F) 

Je poserai l'équation 

q(J _ C) mn + B (m ft — n ft )= o (m). 

pour faire disparaître le produit ut ; les valeurs de m 
et de n , ainsi que celles des coefficiens de t* et de u % , 
seront donc les mêmes que dans le n° précédent , et 
la transformée deviendra 

'jft*+Cu*+ (Dn+Em)t + (JDm — En)u—F(§). 

Pour achever de la simplifier, il reste à changer l'o- 
rigine des coordonnées , en faisant " 

t = t'+«' t uz=u'+P, 

et l'on obtiendra 
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Jte*+ Cu"+ (*A'* f + Dn +Em)t ^ 

+ (QCf + Dm — E n )u' J. 

-MV*+ Cfi'*+ (Dn+Emy+(Drn—En) fi = F) 
Il est encore évident, sous cette forme, que le terme 
affecté de u f ne peut disparaître quand C = o , car 
l'équation 

qu'il faudrait poser dans ce cas, donnerait*^ infini ; je 
disposerai donc des deux quantités arbitraires *' et ^ 
pour ôter le terme affecté de t' et ceux qui sont indé- 
pendans des coordonnées ù' et t', ce qui entraîne les 
équations 

*J'*+Dn+Emzao, 
A'* f *+Cfi'*+{Dn+EmW+(Dm-~En)tf~F=:Q. 
Faisant ensuite, pour abréger, 

3^+ Dm — En es — ET, 
j'aurai l'équation 

W + CiS*— £V = o. 

• * 

Pour reconnaître tous les cas embrassés par Cette 
transformation , il faudrait chercher quand «' et ft> 
peuvent être déterminés par les deux premières équa- 
tions posées ci-dessus; mais il suffit, à l'objet présent 9 
de considérer le seul cas où C =so (*), ce qui réduit 



(*) Tous les antres étant compris dans lVqnation 
qu'on change aisément en 

en faisant BS=u'±y^, et E* s= :pa \/Cjfr. 
Trigonométrie. 7 e édition. i3 



Digitized 



by Google 



*94 APPLICATION DE l/AJ.GÈBRE 

ces mêmes équations à 

et la transformée en t' et u', à 

On simplifie encore les équations entre et' et £' , en 
retranchant la seconde de là première multipliée par 
#', et en observant que l'hypothèse C = o donne 

il vient alors 

Enfin l'hypothèse C = o, qui tépond k£AC=z B* t 
étant établie dans les . résultat! du a° précédent , les 
change en 

jf=C+A, 

a ' • C A \/AC 

m = <T+TA> n =C+-Â> mTt ^-C + A* 

Lorsque Dm — En s= o , on « JE' = ô , et les équa- 
tions (a') ne renfermant plus que l'inconnue «', peuvent 
ne pas s'accorder \ mais par cette hypothèse et en y 
faisant C = o, la transformée en t et u (p. 19a), 
prend la forme 

À't*+D't — F % 
et ne contient plus que la coordonnée U 
128. Tous les cas de l'équation générale 
>*y +&xy + C**+Dy + tfx = F, 
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sont donc compris dans les trois transformées 

A'P + Dt = F, 

les deux dernières répondant au seul cas où ^AC^^B % f 
et la première à tous lea autres» 

Les trois formes indiquées dans le n° 1 20 , se re- 
trouvent dans les deux premières équations ci-dessus , 
avec la seule différence que 1«b coordonnées sort main- 
tenant perpendiculaires entre «lies ; et pour cette rai* 
son on appelle axes les diamètres auxquels «ont alors 
rapportées les courbes que représentent ces équations , 
dont je vais rappeler les circonstances principales. 

i°. Si les quantités A' et C sont toutes deux posi- 
tives , ce qui répond aux cas de l'équation générale , 
dans lesquels 4*46' «— i?*a le signe -f-, la transformée 

donnant 



V A ' 



appartient à une ellipse (iao)* r 

On en trouve les demi-axçs 01 et Qt , fig. 5a , en frfr &»• 
cherchant la valeur de u lorsque t = o, et celle de t , 
lorsque u=o: on obtient ainsi 

01= y/%, oL^y/?,, 

et représentant ces lignes par a et b , on en conclut 

i3.. 
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résultat qui est semblable à celui du n° 1 1 5 , et qui se 
construit de même. 

Le cas actuel comprend aussi l'équation du cercle , 
qui se présente quand Czszjf, puisqu'alors la trans- 
formée devient 

^'(t a 4-" a ) — F* 9 ou r+u*=Ç t 

et que les coordonnées sont à angle droit. 

L'équation A f t*+Cu*=F' devient absurde quand, 
A* et C demeurant positifs, F* est négative ; mais 
elle peut se vérifier en faisant f=o, u = o, lorsque 
F=o, et ne représente alors que le point où est 
l'origine des coordonnées : c'est l'ellipse réduite à son 
centre (1 i6).En mettant dans la valeur de F' (pag. 189) 
celles de « et de fi , on exprimera sans peine , par les 
coefficiens de l'équation (1), la condition qu'elle doit 
remplir pour signifier quelque chose. 

2 . Si A' et C sont de signes différens , ce qui ré- 
pond au cas où é^AC — B % a le signe — , l'équation 
enlfitu prend nécessairement une de ces formes : 

A'P— Cu^=F e ) 
A't* — Cu* = — F"; 

tt si Ton met pour A' et C leurs valeurs en a et b , 
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il vient , après les rédactions , 

s-~:=-i i=± *•?=?. 

6* a* a 

Ces deux équations appartiennent à des hyperboles 
(129); mais la première est traversée par l'axe des £ 
et non par celui des u , parce qu'on ne peut y avoir 
t = o : le contraire a lieu pour la seconde. , 

Il faut remarquer que quoique la valeur t = |/— b* y 
qui répond à u=o , dans la seconde , soit imaginaire , 
on ne laisse pas d'élever au centre 0,Jhg. 53 , une per- Fig, 53. 
pendiculaire OL == \/b* = b , et que , par analogie 
avec l'ellipse , on appelle second axe la ligne LLÏ 
double de OL\ mais on en distingue , par le nom d'axe 
transverse , la ligne IV qui rencontre la courbe , ce que 
ne saurait.faire la ligne LU. 

Lorsque C -=iA f les axes deviennent égaux , et l'hy- 
perbole est équilatère. 

Il est visible que quand F" zzz o , les équations de 
l'hyperbole se réduisent à 



A't % — Ctt ft = o, ou *: 



-n/5- 



et ne représentent plus que deux lignes droites (1 1 8). 1 
3°. Quand on a £AC = 2? a , la transformée étant 

A't'*=E'u\ out'=±y/^u', 

appartient à une parabole qui rencontre son axe IB ; 

fig. 54, à l'origine des coordonnées < et u\ ^Fîg. 5£ 
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Quand E f = et que les équations (a,') (page 194) 
s'accordent, il vient A't'*z=o, résultat qui, donnant deux 
fois ( = a, indique Taxe /2? sur lequel Jes branches de 
la parabole tendent à se réunir, lorsque £' diminue. 

La dernière tranformée 

ne donnant aussi pour t que deux valeurs déterminées, 
indique deux droites parallèles à l'ase des u~ 

Enfin il est à propos de remarquer que l'équation 

jft'*+ Cu'*—E'u'z=:o (127),, 

est commune à l'ellipse , à l'hyperbole et à fe para - 
bole ; on a la première de ces courbes qaand A' et 
C sont de même signe, la secondé, lorsqu'ils sont 
désignes différons, et Ja troisième, lorsque 6^=0. 

Le point sur lequel se trouve l' origine des coordon- 
nées étant placé à Tune des extrémités de. l'axe , se 
nomme le sommet. Dans l'ellipse et dans l'hyperbole , 
il y a deux sommets marqués I et ï >fig. 5a et 53 ; 
la parabole n'en ayant qu'un seul , fig. 54 > n*a point 
de centre , et c'est pour cela que son équation ne 
saurait prendre la forme 

AT+CiS^F". 

1 39. Après avoir reconnu par les formules des numéros 
précédens , à quelle espèce de lignes se rapporte tel 
cas particulier qu'on voudra de l'équation générale , on 
a encore besoin, pour tracer cette ligne, d'établir les 
axes des coordonnées de la transformée, par rapport 
aux axes primitifs , et de construire les quantités A \ 
C , F ou E' \ c'est à quoi le lecteur tant soit peu ha- 
bitué à particulariser des formules générales , ne sau- 
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rait éproiiTer de difficulté : aussi je ne pense pas qu'il 
soit nécessaire , pour des opérations qui ne sont point 
de celles qu'on pratique souvent, d'entrer dans une 
ënumération de régies presque toujours effacées de la 
mémoire lorsqu'il arrive d'en avoir besoin j et l'extmple 
suivant , quoique très simple , suffira d'ailleurs pour 
en montrer l'inutilité. 
Soit l'équation 

en la comparant à l'équation (1) , on en conclura 
A = a 9 27m, C — o, 

et puisque £JC n'est pas égal 4 B*, c'est à la trans- 
formée 

jfP+Çu*z=F'' 

que se rapporte le cas que Ton considère 1 On trouve 
ensuite (pag. 188 et 189), 

,« = — D, fi=z~r-£, F^F + DEi 

puis (page 189), 

et par conséquent 
ij*_± u a =F-r-D£ , > ou t*—u*=&(F+DE): 

la courbe cherchée est donc une hyperbole dont les 

deux demi-axes, sont égaux à V*(F + #£) > et in- 
versée par celui des t (138). En remontant aux 
transformations opérées par les valeurs 

, x' = mi — nu 9 y= /?*-{- mu , 
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on voit d'abord que l'origine des t et des u répond an 
Fig. 55. point où x = *,y=fi', prenant donc, fig. 55, les 
distances A A' = — D, A A* ' = — E, le point JF sera 
cette origine. Calculant ensuite la valeur de m , ou 
du cosinus de l'angle que forme Taxe des t avec ce- 

s 

lui des x, on trouvera le nombre —, qui répond 

à o*,5 ; et faisant l'angle A"A*ff' > égal à o*,5, puis 
menant A m C perpendiculairement à A m B" > on aura 
les axes des t et des u ; prenant enfin A*I et 
AT = ]/a(F + DE) , on déterminera les sommets 
/ et / de l'hyperbole qui est le lieu de l'équation 
proposée. 

La même marche conduira toujours au résultat, 
pour quelque exemple que ce soit; et j'ai choisi le 
précédent, déjà traité dans le n° 120, afin de prouver 
que la courbe indiquée dans ce numéro , par ses 
asymptotes , est une hyperbole , et d'en trouver les 
axes (*), 

Souvent aussi on cherche quelle est la courbe 
douée d'une propriété particulière , qu'on ignore ap- 
partenir à une courbe déjà connue ; mais alors l'équa- 
tion relative à cette propriété rentre dans quelques- 
unes des équations qui ont été discutées : c'est ce que 
montreront les questions suivantes. 

■ ■ ■ ■ ■ 9 » " » i 1 1 1 ^ ^— — *— i » 

'(*) On pourrait déduire immédiatement de l'équation générale 
des lignes du second ordre, l'équation de l'hyperbole , pkr rapport 
à ses asymptotes, en transformant les coordonnées rectangles en 
d'autres dont l'angle soit indéterminé. On introduirait alors quatre 
quantités arbitraires (ia3) dont on disposerait pour faire disparaître 
les termes affectés de t*, u 1 , «et u, ce qui réduirai* 1'équa.lion .gé- 
nérale du deuxième degré à la forme B'utz=zF m 9 mais on trouverait 
que les quantités m et n n'ont des valeurs réelles que dans le cas 
où iAC—B> a le sigac —, c'est-à-dire poujL l'hyperbole seule- 
ment * 
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i3o. Trouver t équation d'une courbe telle, que si 

l'on mène de chacun de ses points M , fig. 5a , à deux Fig. 5a. 

points fixes ,FeiF, les droites MF et MF', la somme 

de ces lignes soit égale à une ligne donnée. 

Si l'on représente par aa la ligne donnée, par ac la 

distance FF' des points fixes , en prenant pour origine 

des coordonnées le point O, milieu de FF, en sorte que 

OF=OF'z=lc\ et faisant OP = x , PMz=y, oh 

trouvera 

FP = c-~x, F r P = c + x. 
Les triangles Pif F, PMF r , rectangles en P, donnant 

MF= VfP + PM\ MF* = V~FP + PM\ 

on obtiendra 

MF=\/(c-xy+y* 9 MF>=\/(c + xy+y>; 

mais en posant MF=z, il viendra MF* = 2a — z\ 
puisque par l'énoncé on a , sur toute la courbe cher- 
chée, 

MF+MF f =z*a, 
et par conséquent . . 

z=\/(c— xy+y, aa — s = l/(c + x) a + y*. 

En élevant au quarré , pour faire disparaître les ra- 
dicaux , il en résultera 

»* = c*— scx+x* + y* , 
4a*— épz + z* = c* + *cx+x* + y*; 

retranchant la seconde de ces équations. de la pre- 
mière , il restera 

— 4 û *+4 a «=— 4 CX $ 
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d'où 

, o*— ex 

*--«— ; 

substituant enfin cette valeur de z dans la première 
expression de z a , on parviendra à l'équation cherchée, 
qui sera , après les réductions , 

Cette équation n'étant que du second degré , montre 
que Ja courbe cherchée ne peut être que Tune de celles 
qui ont été discutées précédemment ; et pour recon- 
naître à quelle espèce elle appartient, je donne à son 
équation la forme 

a Y + («* — O *■ = a* — aV. 

En la comparant alors avec jft A + Cv?~F % après 
aVoir écrit dans cette dernière ^y et x pour i et u, on 
aura 

^ = a», C=a*<— c», F'=»^-oV=c î (a l -c»), 

d'où l'on conclura qu'elle est celle d'une ellipse , 
puisque , c étant moindre que a , les quantités A , C, 
F", sont essentiellement positives (ia8). En posant j 
pour abréger, a* — ^ = 6% il viendra 

d'où l'on tirera 

Les demi-axes 01 et OL de cette ellipse sont res - 
pectivement a et 6; et comme fr» = a m — 0% on tire 

de là 
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ce qui fait voir que lorsqu'on ne connaît que les axes 
//' et LU d'une ellipse, on peut trouver sur le plus 
grand des deux , les points F et F* pour lesquels 
MF^r MF" =r //', en décrivant du point L , comme 
centre , et d'un rayon égal à la moitié du grand axe 
IT \ un arc de cercle; car aux intersections F et F* de 
cet arc de cercle avec Taxe //', on a , 



OF =f OF =* VfZ — pL=s= VV — 6\ 

L'énoncé du problème que je viens de résoudre, 
offre donc une propriété commune à toutes les ellipses, 
savoir : que la somme des lignes MF et MF', qu'on 
nomme rayons vecteurs , menées aux points fixes F 
et F', pris sur le grand axe , et quon appelle foyers , 
est toujours égale au grand axe. 

i3i. Cette propriété donne, un moyen très simple 
de trouver autant de points qu'on voudra des ellipses , 
ou même de les décrire d'im mouvement continu. En 
effet, si Ton prend à volonté une ouverture de compas 
FM % moindre que 01, que du point F, comme centre , 
on décrive un ; cercle avec cette ouverture de compas , 
et qu'ensuite , prenant pour centre le point F' et pour 
rayon la différence F f M entre le premier rayon FM et 
l'axe //', on décrive un second cercle, il coupera le 
premier en deux points M et M\ qui appartiendront à 
l'ellipse. En répétant ce procédé avec diverses ouver- 
tures de compas , on obtiendra de nouveaux points de 
l'ellipse demandée j et si Ces points sont un peu mul- 
tipliés , Oh pourra , en les joignant par un trait libre 
de la main , achever la courbe d'une manière d'autant 
plus exacte, que les points déterminés seront en plus 
grand nombre. t 

Lorsque l'ellipse doit être fort grande, on la trace 
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par un mouvement continu , en fixant aux points F et * 
F\ les extrémités d'un cordeau dont la longueur est 
celle de Taxe //' : on tend ce cordeau par le moyen 
d'un piquet M que Ton fait glisser le long du même 
cordeau, jusqu'à ce qu'il se trouve au point d'où il 
est parti : alors il a tracé l'ellipse demandée. 

Il est utile aussi de se rappeler que la distance c, d'un 
foyer au centre , se nomme excentricité. 

L'équation y = ± - \/a 2 — a? a fournit une con- 
struction par points , très commode dans la pratique. 
Fig. 56. Ayant décrit du centre Ode l'ellipse demandée, jîg. 56, 
deux demi-cercles , l'un sur le grand axe et l'autre sur 
le petit , pris pour diamètres , et mené un grand 
nombre de rayons ON , ON' 9 etc. , on abaissera sur 
l'axe If, les perpendiculaires PN , P'N\ etc., et on 
mènera par les points R t /T, etc. , où les rayons ON, 
ON\ etc. rencontrent le plus petit des deux cercles , 
les droites RM, KM* ', etc. parallèles à //'; les points 
M y M', etc., que ces parallèles détermineront sur les 
perpendiculaires PN, P'N', etc. , appartiendront à l' el- 
lipse cherchée. Par l'opération que je viens d'indiquer, 
on n'obtient que la moitié de cette courbe ; mais en 
répétant la construction au-dessous de l'axe //', on 
l'aura tout entière. 

Pour reconnaître l'exactitude de cette construction , 
il suffit d'observer qu'en vertu du parallélisme des* 
droites RM et //', on a 

ON: or :: pn :pm, 

et puisque ON=a, ORz=b, OPz=zx, il en ré- 
sultera 



L P2V= S/ON— OP % = {/a*—x* 

a : b ::v/a*— •** : pm\ 
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d'où 

i3a. Je modifierai dans cet article le problème 
que j'ai résolu dans le numéro précédent, et je de- 
manderai qu'on ait MF" — MF = J7' = sa ,fig. 53 , Fig. 53* 
au lieu de MF+MF* = aa\ c'est-à-dire que la diffé- 
rence des rayons vecteurs soit constante. En gardant 
d'ailleurs les dénominations de l'article cité , on aura 



MF=zVfP + PM*z=: z = \/{p—xy+y\ 

MF' =s Vfp+PM =*a+z = [/(c + xy+y* , 

d'où l'on tirera 

a* = c ft — acx + x a +jf* , 
4a % -f- 4*** + z% == c% + scx + x* +y* } . 

retranchant la première de ces équations de la seconde, 
on obtiendra 

4û*+4 aa=: 4 ca7 # d'où z = 



a 
et par cette valeur de z , on parviendra à une équation 

(*) Cette construction donne aux valeurs de x et de j', nne forma 
remarquable. Si Ton désigne par p l'angle JVOP, il vient 0/ > =cos 9 ; 
et comme PM est ëgale à la perpendiculaire qu'on abaisserait du 
point R sur OP, il en résulte que PM = b sin ? j on a donc 

t xsszacosq, jr = b&in<}. 

x* y* 
Ces valeurs étant substituées dans l'équation à l'ellipse — -f-v*—** 

. a* b" 1 , 

la vérifieront indépendamment de l'angle y. Ceci est le cas le pins sim* 

pie d'une transformation par laquelle M. Y vory a beaucoup facilité la 

solution d'un problème relatif a l'attraction des sphéroïdes » 
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qui , par le développement, se réduit à 

( c « — a*)x* — a*y* = a*(c» — a a ). 

Dans le cas actuel, où c > a , il faut prendre fc s :=c* — a*, 
ce qui donne 

équation appartenant à l'hyperbole $ cette courbe 
jouit donc de la propriété, que la différence de ses 
rayons vecteurs MF et MF', est égale à l'axe trans* 
if erse IF, sur lequel se trouvent les foyers F et F'. 

J'ai déjà fait remarquer que l'hyperbole n'avait, à 
proprement parler, qu'un axe (128) , mais que pour 
cpnseryer l'analogie, on concevait un second axe LU 
mené par le point O , perpendiculairement au premier; 
b exprime la longueur OL de la moitié de cet axe , et 
l'équation b* = c* — a* , donnant c = \/a* + b* , fait 
voir que pour trouver le* foyers F et F r i il faut prendre 
les distances OF et OF égales à l'hypoténuse du 
triangle rectangle construit sur les deux demi-axes Ol 
et OL. 

i33. La propriété dont jouissent les foyers F et F* 
peut servir à/ la construction de l'hyperbole par points. 
Pour cela , du point F , comme centre, et d'un rayon 
FM, qui ne soit pas moindre que 1F % mais d'ailleurs 
quelconque, on décrira un arc de cercle, puis on pren- 
dra un rayon FM plus grand ou moindre que le premier, 
d'une quantité égale à //', et le cercle décrit sur ce 
dernier, du point F f comme centre , coupera le premier 
dans deux points M et M' appartenans à l'hyperbole. 

Pour décrire une portion quelconque d'hyperbole 
par un mouvement continu , on assujettit une règle à 
tourner autour du point F \ on fixe à l'extrémité R de 
cette règle et au point F, un fil dont la longueur soit 
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moindre que F'R de la quantité //' ; on fait ensuite 
tourner la règle en appuyant contre elle, avec un style 
M , le fil RMF y de manière qu'il demeure toujours 
tendu : le sty4e M trace ainsi un arc de courbe qui ap- 
partient à l'hyperbole dont l'axe est //', et dont le» 
foyers sont F et F f . 

1S4. Je me proposerai encore de trouver l'équation 
d'une courbe telle, que chacun de ses points soit autant 
éloigné de la droite AC p donnée de position , £g. 54 , Fl 6* 5j. 
que d'un point fixe F , également donné de position* 

Si Ton prend sur la droite AB , menée par le point 
F , perpendiculairement à AC, un point / situé au mi- 
lieu dé la distance AF ', ce point appartiendra néces- 
sairement à la courbe cherchée , puisqu'il sera autant 
éloigné de la droite AC que du point F. Faisant 

IFz=AI = c' 9 IP = x, PM^y, 

ou aura , pour un point quelconque M , la distance 

QM=AP = AI+IP=c' + x; 
et le triangle rectangle FPM donnera 

mf = Vfp+ PM = l/(c' — xy +y, 
puisque FPzxzlF>~~lP. En développant , ou trouvera 



<, MF— y/c'*~*cx + v*+y* } 

maïs par l'énoncé de la question , QMz^MF : donc 

c'+x=z yV a — 2c'x + x*+y*. 
En élevant au quarré, et réduisant, on obtient 
2c'x = — Qc'x-\~y* ou y % ='4c'x, 
équation à la parabole (128). 
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i35. Pour construire la courbe, d'après la propriété 
que je viens d'employer à la recherche de son équa- 
tion, il faut, d'un jayon FM pris à volonté, décrire 
un jcercle , faire AP •=. FM, et mener par le point P, 
parallèlement à la ligne AC % une droite PM: le point 
M où cette droite coupera le cercle appartiendra à la 
parabole demandée ; car il est évident que la droite QM 
étant parallèle et égale à AP, sera égale à FM. 

Cette même propriété donne lieu à un mouvement 
continu par lequel on trace la courbe. Pour cela , on 
place le long de AC , une règle sur laquelle on fait 
mouvoir une équerre dont l'un des côtés représente la 
droite QE ; on attache au point F l'extrémité d'un fil 
dont la longueur est égale à QE , et dont l'autre ex- 
trémité est fixée au point E ; on tend ce fil par un 
atyle en l'appliquant contre le côté QE , et le style 
décrit une portion de parabole. 

i36. La question qui a conduit ci-dessus à l'équation 
de la parabole, peut être modifiée de manière à em- 
brasser les trois courbes du second degré. Il suffit pour 
cela de l'énoncer ainsi : Trouver r équation dune 
courbe dans laquelle la distance entre un point quel- 
Fig. 57. conque M et le point fixe F , fig. 5j , soit à la di- 
stance MQ entre le même point M et une droite AC , 
donnée de position, dans' un rapport constant. 

Soit 1 : n ce rapport, et que l'on tire du point F 
sur AC la perpendiculaire AB \ il est évident que la 
courbe cherchée rencontre cette droite dans un point 
l y tel que 

if: ai m: n; . 

qn sorte que si l'on désigne IF par c, il en résultera 
AI — m'. 
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faisant JPs^x, PM=y , il viendra , en yert* du 
triangle rectangle PMF, de même que ci-dessus > 

tet comme QMz=zAP = .^/ -f- /P = ne' + a? , on aura 

VV— *)*+jP : ncî+x :; i ; », 

d'où l'an tirera 

nc' + x = n\/{c' — x) fl +3^ 
élevant au quatre , on obtiendra enfin 

n Y + (»*-*" 0**- i -2(ft + O nc y i: ==ô. 

Cette équation , d'une forme absolument semblable 
a l'équation ^V a + CV a -^£V=o, du numéro 128* 
appartiendra à l'ellipse, à l'hypeAole ou à la parabole, 
selon qu'on aura n>r , n <^ 1 , ou n as 1 , et montre 
par conséquent que la propriété qui fait le sujet de la 
question proposée , est commune aux trois courbes . du 
second degré , par rapport auxquelles la droite AÇ est 
nommée directrice. 

En donnant à l'équation ci-dessus la forme 

•y a+ ( 1 ~i) a: *~ 2 ( 1+ n) c/x==0, 

et en remarquant que plus n augmente, plus les frac- 
tions — et - diminuent, on terra que dans la sup* 
n* n 

position de n infinie , elle doit se réduire à 
y* -f- **— ac'a? = o , 

équation qui est celle d'un cercle dont le rayon est <f $ 
et pour lequel l'origine des abscisses est placée à l'une 
des extrémités du diamètre (94). 

i3y. On a vu dans le ii° 128, que l'ellipse*, l'ty- 
Trigonométrie. 7 e édition. * *4 



ligitized 



by Google 



210 APPLICATION DE i/àLGÈBHE 

perbole et la parabole , peuvent être, données par uj£ 
seule équation ; et il est remarquable que celle-ci peut 
aussi se déduire immédiatement de l'une quelconque des 
équation» \ 

y = | («*- **>, y=j (*•- *n , 

qui, se rapportant au centre , semblent particulières à 
l'ellipse et à l'Hyperbole. Pour cela, il suffit.de trans- 
porter l'origine des coordonnées , à l'un des sommet* 
des courbes que représentent ces équations. En effet. 

Fis. 5a 8 * dans ' es figures 5 a et 53, on fait, lPz=zaf , on aura 

«* 53. par la première , 

x ou OP=zOI—IP=:a—x', 

et par la seconde , 

x ou 0P=±0/4./P=m + ^. 

La substitution de ces valeurs changera les équations 
rapportées ci-dessus en 

y*= — x r — ; *' a , y = — a^ + -- *'% 

qui reviendront à 

ai* 
M Ton pose — - = p ; et Tune ne différera de l'antre 

que par le signe de a : l'inspection de la figure 55 
montre aussi que l'abscisse JP étant regardée comme 
positive, Taxe // est nécessairement négatif. 

En mettant pour A a sa valeur , relative tant à l'ellipst 
qu'à l'hyperbole , il vient 



l>=* 



«£=n w . p= î£^f2 (l3a)î 
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tnâis il est à propos d'introduire la distance IF à la 
place de c qui représente la distance OF\ et en faisant 
JFzn (f, on trouve , par la figure 52 , 

c ou OF=zOI — IF=a — <f, 

par la figure 5$ , 

c ou OF=zOI + IF = a + c' : 

ces valeurs donnent 

4ac' — ac r * 4a(? + <ic* 
P = — a ' P=— - , 

««pressions qui ne diffèrent encore que parle signedea. 
Toutes les deux étant réunies dans la formule 
4ac'3rac' ft 2C '» 

ont également pour limite 

lorsqu'on suppose a infini : mais dans ce cas les dqua- 
tions 

se réduisent à 

y**bpx' ou y % z=s£<fx 9 

par F anéantissement de la fraction. -£• et donnent 

ainsi l'équation de la parabole (i34). 
L'équation 

+ = &—£-&•■ 
J r sa 

est donc propre à représenter chacune des lignes dtt 
second prdre : elle appartiendra à l'ellipse quand a 
sera positif, et au cercle si p = aa; à rbyperbcje 
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quand a sera négatif, et à la parabole lorsque a sera 
infini (*). 

'• i38. La quantité p se nomme le paramètre ; c'est 
*lans l'ellipse et dans l'hyperbole une troisième pro- 
portionnelle aux deux axes, puisque sa valeur 

°~ " a fla 
conduit à la proportion 

ûû : ai :: ai lp\ 

et dans les trois courbes , elle exprime la valeur de 
la double ordonnée qui passe par le foyer. En effet, 
lorsqu'on prend x' = c', il vient 

y=/»=P5 c = Z • 

d'M l'on conclut 
i3g. Les équationà 



(*) L'expression p= ^ - " ^ ,q«i »* rapporte à l'ellipse, pren- 
drait une valeur négative, si l'on y supposait c'> ad , et l'equatiwi 
y* ss pa' — — x'*, «« changeant en 



r* **— |w/+ 



2a 



*' 



> 



appartiendrait à l'hyperbole ; mais c' exprimerait alors la distanc* 
*mr le sommet et le foyer le plut éloigné , on IF'tfig. $3. 
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étant toises sous la forme 

•n en déduit les suivantes 

a?(?a—af) aa* a;' (aa + x') aa* 

desquelles il résulte que le quarré de l'ordonnée PMest 
dans un rapport constant avec le produit -des lignes IP 
et ÏP, qui sont respectivement x f et afe — x' pour l'el- 
lipse 9 fig. 52 , a/ et aa+x' pour l'hyperbole >Jigi 53. 
Ces distances du pied de l'ordonnée à chacun des som- 
mets de la courbe , étant nommées pbscisses , on dit 
que dans l'ellipse et dans l'hyperbole , les quarrés des 
ordonnées sont entre eux comme les produits des ab- 
scisses correspondantes. 

En effet, si l'on désigne par X* une abscisse différent» 
de j/, mais toujours comptée du même point, et par Y 
l'ordonnée correspondante , on aura 

d'où ron tirera 

y : F a :: af (aa — x*) : X* (aa — X*) 

pour l'ellipse, 

y : F* :: x' (aa + x') : .^(aa +X') 

pour l'hyperbole , en supprimant toutefois dans le der- 
nier rapport de chacune de ces proportions le facteur 

P l 

commun ~. 

aa 
t L'équation de la parabole y = px*, étant traitée d» 



Digitized 



by Google 



dl4 APPLICATION M L'ALGÈBRE 

la même manière, donne seulement * 

y : r* :: oi : x\ 

ce qui fait voir que dans la parabole , les quarrés des 
ordonnées sont comme les abscisses correspondantes. 

î^o. Il suit de la comparaison des formules rappor- 
tées dans les numéros lao et 128, qu'il f a - pour 
chaque courbe du second degré , au moins deux sys- 
tèmes de coordonnées dans lesquels l'équation <fe cette 
tourbe se présente sous la forme la plus simple : l'un 
de ces systèmes «st .celui des axes ,' et l'autre celui de 
deux diamètres conjugués ; et je vais montrer qu'il y a 
un nombre infini de systèmes de coordonnées qui jouis- 
sent de la même propriété. Pour le faire , j'appliquerai 
la transformation des coordonnées aux équations rela- 
tives aux axes. 

A* 
Soit premièrement celle de rellipsej a =-; (a* — x*) , 

qui revient à 

. j'observe d'abord qu'il est inutile de déplacer Vorigîne 
des coordonnées , qu'il faut laisser au centre ; et n'ayant 
à changer que la direction des axes , je prends seulement 

x = mt -f- pu, ys= nt+qu (laa). 

Je laisse indéterminé l'angle que les nouvelles coor- 
données doivent faire entre elles , et dont le cosinus est 
représenté par h (iâ3), et je ne tiendrai par co»équent 
aucun compte de l'équation 

mp + nç + g(np -f mq) = k; 

il n'en sera pas de même des équations 
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parce que les coordonnées jb et jr étant réciproquement 
perpendiculaires , il en résulte g=o, d'où 

des quatre quantités m, n , p et q , il n'en restera dont 
que deux dont il soit possible de disposer. En faisant la 
substitution des, valeurs de x et àey $ dans l'équation 

tn obtiendra 

et pour simplifier cette defnière , Je poserai 

a à nq + 6*mp = o, 
ce qui la réduit à 

(g a » a + A*/n a ) P + (a*<j a -f 5 a p a )«* = a % b\ 
Pour comparer cette équation avec 

•nies mettra sous la forme 

èV+frm* ' «V»f-& a P» _ |fc 



- + -? 






elles ne pourront alors devenir identiques, indépen- 
damment de t et de u , que par la supposition de 

î 7 * - g*** ' a'* — ?P * 

ce qui donnera 

M a a J a . û a 5* 

g*» a + i a »* a ' a*q % +bW * 
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Pour s'assurer de la possibilité de cette transformation^ 
il faut voir si la détermination des quantités m, n $ p 
et q , n'est sujette à aucune exception. L'équation 

a a n7-f-6*/np=0| 

niise sous la forme 

mp a?' 

fera toujours connaître le rapport de p à, </, ou celui de* 
m à n. Si l'on en tire 

et si, pour abréger , on fait 



11 viendra 



en—""** 



q=pr: 

substituant dans p*+ 9* = 1 , on en déduira 

p*0 + r*) = i, 
d'où l'on conclura * 



1 r 



expressions qui demeureront toujours réelles quelle que 
«oit r. L' équation m a -f-i&* = 1 , ne pouvant déterminer 
qu'une des deux quantités 771 et n, laisse absolument in- 
déterminé le rapport — 1 qui entre dans, les expressions 

de p et de q x lesquelles , par cette raison, deviennent 
susceptibles d'une infinité de valeurs différentes : il y a, 
donc eu effet une infinité de systèmes de coordonnées. 
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dans lesquels l'équation de l'ellipse a la forme 

absolument semblable à celle de l'équation aux axes 

ifa . En opérant sur l'équation de l'hyperbole 

y = - (x* — a a ) ou oy — 6 v =; — a a * V 

comme je viens de le faire sur celle de l'ellipse, on aura 
successivement 

(a 9 » a — b*m*)?+a(a*nq— i a mp)irt+(ay— iy)u*=— a*JS 
û a nç — 6 ft mp = o , 



a % n* — i ! 



V 



** + 



a*q* — b*p* a 

— _Z L- TA 8 = — • 1 • 



et comparant la dernière équation à 
pn trouvera 



4' a = 



a V — è a /n* ' ~ a Y — £ a p a ' . 



Les expressions de p et de q seront de la même forma 
dans ce cas-ci que dans lef précédent , et pourront don- 
ner par conséquent une infinité de valeurs, d'après celles 

qu'on assignera au rapport — : on sera donc fondé à 

tirer pour l'hyperbole une conclusion pareille à celle 
qui vient d'être énoncée pour l'ellipse. 

i4 2 « J e passe à la -parabole; son équation^ 3 =4^» 
ne peut être transformée en une autre qui lui soit senvv- 
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blable, par les formules 

x = mt + pu , y = nt+qu. 

On obtient en effet la résultante 

nV + anqut -f- <jfu a = 4c' (mt + pu) , 

de laquelle il faudra faire disparaître les ternies af- 
fectés de t % , ut et u , ce qui s'effectuerait en posant 
n=*=o, p=o; mais il s'ensuivrait ^1=1, q=i,ar=t, 
y == a, et Ton retomberait sur les coordonnées primi- 
tives : il n'en sera pas ainsi en déplaçant en même 
temps l'origine* Si l'on substitue à x et à y leurs valeurs 
les plus générales , 

mt + pu + * y nt + qu+&(iZ2), 
il vient alors 

nH*+anqut + q*u % ) 

-f afi (nt + qu) — 4c'(mt+pu) > = 0. 
+ P-W ) 

Pouvant disposer maintenant de quatre quantités , à 
•cause des deux nouvelles indéterminées « et p\ on fera 
disparaître les termes affectés de ut, de*, et les ter- 
mes indépendans de t et de u , en posant 

3/1*7=0, s£?i — 4c'm = t>, $ % -~4*c'=o* 

La première de ces équations peut être satisfaite de 
deux: manières : soit par n = , soit par q r= o; mais 
71=0 donne m = o, dans la seconde équation , ce qui 
ne saurait s'accorder avec l'équation m a -f- n ft = 1 .. En 
adoptant la valeur 9 = 0, le terme q*u* s'évanouit, et 
ii ne reste que 

nH*z=4Q'pu ou ^ ==££?, 
équation semblable à celle qui se rapporte à l'axe de la 
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conrbe. La supposition de 7=0, introduite dans l'é->- v 
q«arion/» a + 9 »=i, donne 

. ' ' ' P = =tx; 

de 2 fin — jc'mzszo, on tire 

et cette équation , combinée avec ni ft +»*= t , déter** 
mine n et m. L'équation /8* — frc' z=zo\ détermine atissi 
et, lorsque fi est connu j mais cette dernière quantité 
reste susceptible de telle valeur qu'on voudra. 

i43- Les remarques précédentes conduisent à cette 
question z un diamètre quelconque étant donné, trouver 
la position de son conjugué. On la résoudra en obser- 
vant que lorsque xlans la figure 5o du numéro îaa, fjg. 5o , 
l'angle CAB> ou celui que font entre eux le* axes des 
coordonnées primitives x, y % est droit , les triangles 
P n JTR et P'MQ deviennent rectangles, l'un en R, 

l'autre en Q; d'où il suit que m= -jip* représente 

le cosinus de l'angle P n /tR ou BFjfff , et que 

P"R- P v O 

n =s jtfSptr en ^ St I e sinus; que P = p3nb représente 

le cosinus de l'angle MP»Qou CA*ff % etque ?= r§J 

en est le sinus. 

Si l'on rapporte ces mêmes dénominations sur les 
figures 58 et 59, en prenant If pour Taxe de* x, 
OF pour celui des t, et OH pour celui des m, il « 5g. 
viendra 

n sin FOI „_ . 

<7 _ sin SO/ „^ „ 

p^^Thot- 1 ^^ ^ 
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et comme les équations 

a*nq + b*mp = 9 , 
a a nqf — J a mp = o. , 

•b tenues dans les n w î^o et 1^1 , peuvent être miiM 
sous la forme 

ng i* 

il en résultera 

tang FOJ tang ffO J=rp - , 

le signe supérieur se rapportant à l'ellipse, et l'inférieur 
à l'hyperbole : on déterminera donc aisément Pua des 
angles FOIetHOI, quand l'autre sera connu. 

Fig. 58. x 44' ^ peut' substituer dans l'ellipse , Jig< 58, aux 
angles FOJ et /70/, les coordonnées des points F et 
H, car si Ton désigne 

0£ par*, jEFpar/8, 
OG par/, G£T par ^ 

il viendra 

et par conséquent 

ee qui donne 

a^-f &W=o, 
équation qui, jointe à celle de l'ellipse 4 
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fera connaître soit * et fi , soit *' et /f , c'est-à-dire 
Tan des points F> H > quand l'autre sera donné. 
' Dans l'hyperbole",^. 5g, a et fi n'appartiendront Fig. 5$ 
plus à un point de la courbe, puisque le diamètre OF 
né la traverse pas; mais comme il ne s'agît ici que de 
la direction de ce diamètre , on peut prendre au lieu du 
point F, le point R, correspondant à l'abscisse Ol y et 
faire en conséquence 

ce qui donnera 

**«>'« S' et^=^, 
tfoù 

afifif — b**=o. 

En déterminant fi par son moyen, cette équation 
fera connaître le point R, mais il faudra la combiner 
avec :> 

a*fi'*— &*'*=— a*b*, 

si c'est le point H que Ton cherche. 

i45. Dans la parabole > on a <7=o ; il suit *de laque 
l'axe des u , OH,fig. 66, est parallèle à celui des x, pig. 0c* 
et que sa position ne dépend que du point O, où il ren- 
contre la courbe. Ce point se trouve déterminé par 
la quantité «, laquelle représente évidemment l'ab- 
scisse /G, qui répond, sur l'axe IB t . au point de la 
courbe où l'on a en même temps t = o, u=±o; et 

_ / ;. 

l'équation — s= — donne alprs la tangente tri gonpm4- 

trique de l'angle compris entre l'axe des t et celui désW 

Je ferai remarquer en passant, que lorsqu'on a' 
trouvé la position du diamètre qui est le conjugué 
d'un diamètre donné , on a celle de la tangente de là 
courbe , au point où elle rencontre ce dernier , point 
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qu'on peut prendre arbitrairement. En effet (iai) f 
dans l'ellipse etThypesbole^g. 58 et 5g , le diamètre 
OF est parallèle à la tangente UT \ et dans la p*ra~ 
bole,^g. 6o, ce diamètre est lui^mime tangent à U 
courbe en,0. 

Réciproquement , quand on sait mener la tangente 
dans un point quelconque de la courbe, on en conclut 
sur-le~champ la position du diamètre conjugué. 

146. Dans les équations 

dont la première appartient à l'ellipse, et la seconde à 
l'hyperbole, les lettres cl et V représentent les deux 
demi-diamètres conjuguas ; en effet , [quand t = o , il 
vient 

u —a' ou OH=. a', Jig. 58 et 5g ; 

et lorsque U = o , il vient 

t*2=z&*, ou t a = — b'\ 

ce qui donne, pour l'hyperbole comme pour l'ellipse, 

OF= b' (128). 

Il est facile de voir qne les quantités m è n, p, ç.peuyent, 
au moyen des équations ro a -f- rc a = 1 , p a *f- q* = 1 , 
et de celles qui résultent des expressions de cl % et de 
V* f être éliminées de l'équation de condition qui 
détermine la position respective des diamètres conju- 
gués % et qu'on doit parvenir à une relation entre ces 
lignes «t les, demi-axes. Le calcul s'effectue fort simple- 
ment de la manière suivante : 

On tire d'abord des expressions de a' a et i'% rela- 
tives à l'ellipse (140), les équations 
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et en y joignant respectivement 

q* -f- p» = i , »* + m* = l , 
on aura deux systèmes d'équations, l'un en q* et p 1 , 
l'antre ea n* et m*. Le premier système donne sur-le- 
champ, 

^^o^— a^ _ oV a — &*) 
P "~ a'*a*—a'*-b* ~ a'%& — b*)' 

Pour ebtemr n ft et m a , il suffit de changer a' en 6' dans 
ees valeurs, et il vient 

Gela posé ; l'équation de condition 04°) 

revient à a*nq = — î*mp , 

et en la quarrant, on obtient 

Si l'on substitue dans cette dernière, les valeurs de «*, 
m*, q*, p*, on pourra effacer les dénominateurs; car ils 
seront les mêmes dans les deux membres; et on aura 

Développant » réduisant et décomposant en facteurs / 
il viendra 

(a*_ *4) _ ( a *— f) (a'* + 6") -s o ; 

puis supprimant le fapteur commun a* — 6% en trou** 
vera enfin 

«'* + 6'* =ca*+£* ou Ofl + ÔF«0/ â + OÏT 
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Les expressions de a ,% et de 6'* , relatives à t*liy* 
perbole (i40* conduisant aux équations 

a?*aY— a'*b*p % ±z — a a ï% tfWh*— V *i*m* = <i a 5 k , 

et l'équation de condition étant 

û a /M/*— ô a mpï=o, 

on voit qu'il suffira d'affecter 6* et &'* du signe —, dans 
le calcul précédent, pour l'approprier au cas actuel, et 
«qu'on en tirera par conséquent 

<z'*_ 6'*= a*— b\ ou OH^ OF* ±= a"/— oZ*; 

donc /a somme des quarrés des demi-diamètres conju* 
gués dans l'ellipse, ou leur différence dans V hyperbole > 
est égale à la somme des quarrés des demi-axes, ou à 
leur différence. 

xfy. Si l'on multiplie entre elles les expressions de 
a'* et de b f * dans l'ellipse, on obtiendra 

d *p = aW 

a*n*q* + a*b % nY + a*b*m*q*+b*™Y * 
mais en quarrant l'équation a % nq + b % mp = o , il vient 

a*/i*<7*-f- &a*b*mnpq + Wm a p a = o, 
eu 

c 4n Y -f #ro a p* — — aa*b*mnpq j 

et avec cette^ valeur on fera disparaître le premier et le 
dernier ♦erme du dénominateur de l'expression de a' 2 b'\ 
qui deviendra 

a*M 



a' a fc'* = 



a*b*n*p* — %a*b % mnpq + a 4 6"m*ç* 
a*b % 



Çnp — mq)* * 
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A LA GÉOMÉTRIE. 225 

prenant de part et d'autre la racine quarrée , on anra 

c£b'=. ou dV (np — mq) -=zab. 

np — mq 

Il est important de remarquer que la quantité np — mq t 
n'est autre chose que le sinus de l'angle que font entre 
eux les deux diamètres conjugués OFet OH ,Jig. 58; Fig. 58, 
car n et m étant le sinus et le cosinus de l'angle FOI, q 
et p le sinus et le cosinus de l'angle HOI, la formule 

sin FOH= sin,(FO/+ HOI) 

= sin FOI cos HOI+ cos FOI sin HOI (î î), 

donne 

sin FOH == np — mq , 
si Ton fait attention que l'angle HOI, tombant au-des- 
sous de l'axe If a un sinus négatif, <y =-———£, 

qu'il faut rendre positif dans cette formule , et prendre 
par conséquent — q au lieu de + q : on aura donc 

a'b' sin FOH= ab. 

Il est facile de voir que si du point F on abaisse sur OH 
la perpendiculaire FQ, on aura 

FQ = OFsinFOH=6 , sinFOfl; 

et que par conséquent l'aire du parallélogramme 

FJ5T= 0HXFQ = dV sin FOH : 

on doit donc conclure de ce qui précède , que le rec* 
tangle formé sur les demi-axes a et i, ou OI et OL, 
est égal au parallélogramme FH, formé sur les deux 
demi-diamètres conjugués OF et OH. 

On reconnaîtra que la même propriété a lieu dans 
l'hyperbole , en formant de même le produit a'*b'*- t mais 

Trigonométrie, y* édition. i5 
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F»S. 5g. il faudra prendre garde que dans la figure 5g , l'angle 
FOH=FOI—HOI. 

On déduit de là cette propriété remarquable , que 
les parallélogrammes construits sur les diamètres con- 
jugués , soit de l'ellipse , soit de l'hyperbole , sont 
égaux au rectangle des axes , puisque ces parallélo- 
grammes, ainsi que le montrent les figures, sont com- 
posés de quatre autres parallélogrammes égaux , cha- 
cun , au quart du rectangle des axes. 

148. Si Ton désigne par s le sinus de l'angle FOH, on 
aura l'équation 

a' Us = ab , 
que Ton combinera avec 

a' a +ft' a =a a -f è a , 
dans l'ellipse , et avec 

a a — i'*=a a — 6 a 

dans Phyperbole , pour trouver les demi-axes aetb, 
lorsqu'on ne connaîtra que deux demi-diamètres con- 
jugués , et l'angle qu'ils font entre eux. Quand On aura 
les axes , on arrivera facilement aux angles qu'ils font 
avec les diamètres conjugés , en se servant des expres- 
sions de q* 9 p a , n a , m% rapportées dans le n° 146. Ces 
expressions donnent 

q»_ 6 a (q fl -- c /fl j n»_ b*(a*—b'* ) 
P~~a* (a!*— A a ) ' m*~~ a* (à' a — 6 a ) * 

et par l'extraction de la racine quarrée, on parvient aux 
tangentes des angles HOI , FOI. 

Une remarque qui se présente aisément, et que je 
ne dois pas omettre , c'est qu'il, y a dans une ellipse 
quelconque deux diamètres conjugués égaux entre eux. 
En effet , si dans les équations 
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a' a + V * — a 9 + b\ db's = ab , 
on suppose a' = &', on en tire les valeurs 
, a a % + b % ab sab 



"' S ~a'*'~a*+t>» 9 



qui font connaître la grandeur de ces diamètres et 
l'angle qu'ils comprennent entre eux. La supposition 
de a'==b\ dans les valeurs de <j a , p% » a et m a , rend 
égales la première et la troisième , la seconde et la 
quatrième ; on a donc tout ce qu'il faut pour déter- 
miner , par rapport aux axes , la position de ces dia- 
mètres. 

Lorsqu'on y rapporte l'équation de l'ellipse , elle 
prend la forme 

* a --M a :=«' a , 

et devient semblable à celle du cercle ; la seule diffé- 
rence qui subsiste est l'obliquité des coordonnées t et 
u -, aussi peut-on construire cette ellipse , en inclinant 
les ordonnées du cercle _&ous l'angle que font les dia~ 
mètres dont je parle : de là résulte un procédé assez 
simple pour tracer une ellipse par points , lorsque l'on 
connaît ses diamètres conjugués égaux. 

Je laisserai au lecteur le soin d'effectuer les con- 
structions des expressions rapportées ci-dessus. Ce que 
j'ai dit me paraît remplir le but que je m'étais proposé, 
savoir, de montrer comment on peut déduire les prin- 
cipales propriétés des lignes du second degré , par une 
méthode vraiment analytique, et indépendante des 
constructions géométriques. 

149. Ce n'est pas seulement en les rapportant à un 

. axe des abscisses , par des ordonnées parallèles entre 

elles , comme on l'a vu jusqu'ici , que les courbes 

peuvent être définies par des équations ; il est à propos 

i5.. 
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de remarquer que tout système de lignes , propre à 
déterminer les différens points d'une courbe , peut éga- 
lement en fournir une équation caractéristique. 
ha relation 

ri* — ex ex 

a a 9 

obtenue dans Te n° i3o, entre le rayon yecteur FM=z, 

^■g- $*-fig. 5a , et l'abscisse OP = x > peut être considérée 

comme telle, par rapport à l'ellipse. On en déduit 

une construction très simple 'de cette courbe; car en 

se donnant x, on obtiendra par des lignes proportion- 

ex 
selles, la quantité — , et retranchant cette quantité 

de a , on aura % ou FM) ensuite , du point F 9 comme 

centre, et d'un rayon égal à» FM ', on décrira un arc 

de cercle qui coupera la perpendiculaire PM, dans un 

point M appartenant à l'ellipse. Si l'abscisse tombait 

4ans la partie OV de Taxe,, x devenant négatif, il 

ex 
Tiendrait pour ce cas z = -a -J . 

Cette équation diffère des précédentes en ce que 

l'ordonnée, au lieu d'être constamment parallèle à 

une même droite , change sans cesse de direction , et 

n'est assujettie qu'à passer par un point donné; aussi 

ex 
l'équation z = a— — , quoique du premier degré, 

n'appartient plus à une ligne droite , comme lorsque 
les coordonnées sont respectivement parallèles à des 
axes fixes. 

Dans le système que je considère maintenant, il est 
-assez naturel de placer l'origine des abscisses au point 
F, duquel partent les nouvelles ordonnées ou les 
rayons vecteurs , et de remplacer , en conséquence , 
&P=zx par FP — xf, ce qui donne 
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ùc ou OP=OF'— FP*=*c~- x\ 

c(c — x') a**—c* , ex' 
a à a ' 

mettant 6* an lieu de a* — c a , on aura 

iZ 

Efifia , kl plue souvent* tm Itfft-dduft l'ânglê /j^f à 
la pfeoe de labsrisreV, te quî se fait en observant 
que daa» le triangle reemngte MBfjP, on a 

FPz=PMco8pFM t d'où ** = — s coa/Fitf (a3) ; 

nommant donc ? i^Uglë JFIf> «n obtiendra 

6*— czGo9<p b* 

"-*- T -, OU «i=— 



Cette -dettièfre équation étt d'yn gtatrd usage dans fap- 
plicatîon de l'analyse à lVArtMtorilitf 1 xm kl flô'ftimé 
équation polaire, comme toiftes celle* dont leêoisàfri*» 
nées partent d'un même point qu'on appelle le pôle de 
la courbe. 

L'équatitip # sa -*-« , relative à l'hyperbole ( 1 3û), 

étant soumise ^uk tr#nft&artoatfeas précfédeûtes, détfënt 
successivement 

c*— a**~cx' b*~-cx' 
a a 

5 a — C2C0&© . A . t* 

ô a + ccosf 

Dans la parabole , en frisant FM~% , ^g. 54, et Fig. 54 
à cause que F3fc= QM (i34)> on a 
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mais x représentant IP, il vient 

9 = £C— *CQS?, 0U* = 



i-f-cosç 

i5o. Les trois équations polaires obtenues ci-dessua 
peuvent se lier entre elles , en introduisant dans lesdtoux 
premières , au lieu du second axe b , le paramètre x 
au moyen duquel on a b*={ap (137). Par cette sub-* 
stitution^ l'équation de l'ellipse, se changeant en 

S *P. 



S=5= 




Ct-f-CCOS^ 



devient celle de l'hyperbole , quand a est négatif et 

c > a (*) , celle de l'hyperbole , quand on fait cz=za 

et a infini, cas où p = 4<^« 

c 
On peut encore faire - =? e , ce qui donnera* 

Sous cette forme, on aura l'ellipse quand e< i ; te 
cercle , si e = o ; l'hyperbole , si e > 1 , et que a soit 
négatif; la parabole , si ç = i , et que a soit infini. 

Enfin si l'on veut chasser a-du résultat précédent, et 
le remplacer par la distance du sommet au foyer , on 
emploiera la relation ç =? a — c* (13^) qui donne 

ae = a**-c £ > d'où «= - , 

{*) $ doit çtre pris alors, pour le supplément de IFM h Jfig..53i.^ 
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i + e cos ç> 

i5i. Les propriétés fondamentales de l'ellipse , de 
l'hyperbole et de la parabole, énoncées dans le n° i3g, 
et qui ont lieu f soit par rapport aux axes , soit par rap- 
port aux diamètres , se retrouvent dans les différentes 
courbes qui résulté»* de l'intersection de la surface co- 
nique par unrplan quelconque : en voici les démonstra- 
tions synthétiques. 

Soit ASB ,Jig. 61 , un cône quelconque à base cir- fjg. ç r . 
culaire, c'est-à-dire le corps terminé par la surface 
qu'engendre , en glissant sur la circonférence du cercle 
ACBD , une droite assujettie à passer par le point S, 
dans toutes les positions qu'elle prend. îMl est évident 
que si l'on coupe ce cône par un plan quelconque CSD, 
mené par .s6n sommet S f on obtiendra deux lignes 
droites qui répondent aux deux positions prises par la 
droite génératrice , lorsqu'elle est parvenue successive- 
ment aux points C et D , dans lesquels le plan CSD 
rencontre là circonférence ACBD. 2°. Si le plan cou- 
pant est A'C B'ï)' \ parallèle au plan de la base ACBD, 
la section sera un cercle, ainsi qu'il est aisé de s'en 
convaincre, en concevant qu'on ait mené par le point 
S et le centre de la base, Y axe SO du cône proposé , et 
que Tondit l#jt passer par cet axe deux plans quelcon- 
ques ASB et CSÎ), dont les intersections respectives 
avec ACBD et A'C'B'Ef, soient AB et A'B', CD et 
CD' \ car on aura alors les triangles semblables 

COS, COS y 

qui donneront 

co : ca :: so : so\ 

et les triangles semblables AOS, A'O'S, qui donneront 

ao-ia'o' :: so :so' , 
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et puisque par construction AO = CO, on aura 

A r o'=c& y 

ce qui prouve que tous les rayons de la section A'Cffiy 
sont égaux, qu'elle est par conséquent un cercle 

Il est à propos d'observer que la surface du cône s'é- 
tend indéfiniment, soit au-dessous du plan de la base 
ACBD, soit au-dessus de son sommet S, puisque rien 
ne limite la longueur de la droite génératrice ; et il est 
aisé de sentir que la partie Sb du prolongement de la 
droite SB, décrit un second cône, placé dans une si- 
tuation inverse du premier. 

i5a. Après ces préliminaires , je suppose que le 
plan coupant ne soit plus parallèle à la base ACBD 
du cône , mais qu'il rencontre cette base suivant une 
Fig. 6a. droite GH ,Jig. 6a; j'abaisse sur cette ligne, du centre 
O , la perpendiculaire OG , par laquelle je fais passer 
le plan triangulaire ASB. Il est visible que si le plan 
coupant rencontre en même temps les deux côtés SA 
et SB, et que par conséquent il n'entre point dans le 
cône supérieur aSb , la section IMI'm sera une courbe 
fermée ou rentrante en elle-même. 

Cela posé, je mène , parallèlement à ACBD , deux 
plans EMFm, E t MF'rri , qui rencontreront en même 
temps le plan coupant IMI'm ; les communes sections 
des deux premiers avec le troisième , représentées par 
Mm , M* m', seront parallèles à GH, et par conséquent 
perpendiculaires aux lignes EF et EfF f , qui sont pa- 
, rallèles à AB , comme étant les communes sections 
des plans EMFm , EM'F'w!, par le plan ASB. Les 
courbes EMFm , E'M'F'm' , étant des circonférences 
de cercle (n° précéd.), on aura 

M—EPXFP, p'M'^sFx FF-, 
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ta&is la ligne //' , commune section des plans ASB eï 
IMI'm, formant, avec les lignes EF t EF* et les côtés 
du cône , les triangles EIP , EIP* ', semblables entre 
eux, et les triangles Fl'P , FTP, aussi semblables 
entre eux, les deux premiers donneront 

ep ; EP* u iP : if, 

et les deux autres > 

FPi&PittP'irP\ 

multipliant ces proportions par ordre, on aura 

«t substituant àlPxffet Ep X ÊF, leurs va- 
leurs pAf*et P^SF* on obtiendra 

p3f *: p'iK* *: i îp x 7p : Îp 7 x TP , 

proportion exprimant la propriété caractéristique 
Reconnue à l'ellipse, dans le n° 1^9 dont tous les 
énoncés ont lieu par rapport aux diamètres conjugués 
comme par rapport aux axes (1 40—1 4a). 

i53. U est à propos de remarquer que si le triangle 
SIV était semblable au triangle SAB> sans que la ligne 
// fat parallèle kAB,ce qui aurait lieu si l'angle SU' 
était égal à SAB f alors SI'I le serait à SB A, les trian- 
gles EIP et Fl'P y devenant aussi semblables entre eux, 
comme les précédens » donneraient 

EP:rp::iP:FP, ou epxFp^Tp^ipI 

et parce que dans le cercle EMFm on a 

PM=EPXFP, 

on aurait aussi 

S&=7?xJ^. 
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La section IMÎ'm serait donc elle-même un cercle danat 
ce cas, si les ordonnées PM étaient perpendiculaires au 
diarnètre tl\ mais pour que cette dernière condition 
soit remplie, il raut que la commune section GH du 
plan coupant et de la base du cône, soit perpendiculaire 
à la fois sur la droite G A et sur la droite GI , c*est-à-« 
dire , qu'elle soit perpendiculaire au triangle SAB mené 
par l'axe, et que par conséquent celui-ci soit lui-même 
perpendiculaire au plan de la basé du cône et au plan 
coupant. Alors le plan coupant est dit anii^paralièle à. 
celui de la base ; et il en résulte que dans, un cône à base 
circulaire , la section anti-parallèle à cette base est un 
cercle, de même que la section parallèle. 

i54« Si le plan coupant était , par rapport aux côtés 
du triangle ASB , dans la situation que représente la 
f ig. 6& figure 63, c'est-à-dire qu'il pût rencontrer en même temps 
les deux cônes, opposés, il produirait sur chaque cône une 
courbe infinie , puisqu'une fois entré dans le cône , ce 
plan fie saurait plus en être dégagé. Les deux cônes op- 
posés ne formant, à proprement parler, qu'une seu le sur* 
face ,les deux courbes Klk et K'I'k' doivent être regar- 
dées comme n'en composant qu'une seule. Il est facile de 
reconnaître déjà une ressemblance marquée entre cette 
eourbe et l'hyperbole; mais pour prouver leur identité^ 
il faut de plus retrouver dans la première une des pro^ 
priétés caractéristiques de la seconde. 

En supposant que le plan ASB soit déterminé comme 
dans le numéro i5a, qu'on ait mené le plan EMFm pa- 
rallèle à ACBD, et tiré les droites If, Mm, M* m, qui 
sont les communes sections du plan coupant avec les trois, 
plans ASB, EMFm, ACBD, on comparera les trian- 
gles EIP, AIP' 9 qui donneront 

ep : Ap f :: ip : ip\ 
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A LA GÉOMÉTRIE. 235 

et les triangles semblables FfP, BÏP f > qui donneront 

FPiBF y.rPU'P'', ' 
multipliant ces deux proportions par ordre, il viendra 

ep x fp : 1P x'bF:: TpxTp: TFxFF-, 

mais à cause que les sections EMFm et ACBD sont des 
cercles dont les diamètres EF et AB sont perpen- 
diculaires aux lignes Mm et M'm' , par construction, 
on aura 

epxfp^pm] aFxbF^FW] 

et par conséquent 

pm\'Fm''*:: ip x 7p : IF x 7P, 

proportion dans laquelle se trouve exprimée la propriété 
caractéristique énoncée pour l'hyperbole ,dans len° 139. 

i55. Il me reste encore à examiner le cas où le plan 
coupant serait parallèle à l'un des côtés SA ou SB du 
triangle ASB , ainsi que le montre la figure 64. H ne fîg. 64. 
pourrait alors rencontrer qu'un seul des deux cônes op- . 
posés ; mais il ne s'en dégagerait jamais , en sorte que la 
section MIm serait une courbe ouverte et infinie, comme 
la parabole, avec laquelle je vais prouver qu'elle est 
identique. 

Lés plans ASB, EMFm, ACBD, étant menés dans 
les mêmes conditions que ci-dessus, le parallélisme des 
lignes IP* et SB, donne 

FP=BP'; 

d'un autre côté, les triangles EIP, AIP', étant sem- 
blables, conduisent à 

ep :AP' :: /p ://>'; 

multipliant l'un des termes du premier rapport par FP t 
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l'autre par BP ', il viendra 

êp x fp : ~aP x bf :: IP : //* ; 

mais dans les cercles EMFm et ACBD, on a toujours 

PM=EP XFP, WMzzTJP XBP" : 

on aura donc 

PAT: j*»f'*:: /p : /P', 

proportion qui n'est que l'expression de la propriété ca- 
ractéristique énoncée pour la parabole, dans le n° i3o. 

i56. Les circonstances dans lesquelles les lignes du 
second degré changent de nature , peuvent aussi se voir 
dans le cône. En effet , si le plan coupant passe par le 
sommet , sans entrer dans le cône , la section se ré- 
duit à un point qui correspond à celui qu'on à remarqué 
dans le n° 116. 

Quand le plan coupant, passant toujours par le som- 
met, entre dans le cône , on a deux lignes droites; et 
si Von écarte ensuite le plan coupant du sommet du 
cône, en faisant mouvoir ce plan parallèlement à lui- 
même , on obtiendra une suite d'hyperboles , ayant 
pour asymptotes les droites ci-dessus , rapportées , ou 
projetées , sur le plan de la courbe , par des perpen- 
diculaires à ce plan (1 18 et iû8). 

Enfin quand le plan coupant est parallèle à l'un des- 
côtés SA ou SB 9 s'il vient à passer par le sommet, il ne 
fait plus que toucher le cône suivant une ligne droite , 
mais qu'on doit regarder comme double ; car elle est la 
réunion des deux parties de la parabole , qui s'appro- 
chent sans cesse par le rétrécissement que subit cette 
courbe , à mesure que le plan coupant s'approche de 
son contact avec le cône (1 19 et 128). 

D'un autre côté, plus on éloigne du sommet du 
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trône, mais toujours parallèlement à son côté , le plan 
coupant , plus la parabole s'ouvre ou s'élargit vers son 
sommet , et tend par conséquent à s'approcher de la 
ligne élevée par ce point , perpendiculairement à son 
axe! 

157. Je vais examiner à présent les propriétés des 
lignes droites qui coupent ou qui touchent les courbes 
du second degré. Pour suivre la méthode que j'ai em- 
ployée à l'égard du cercle en particulier (io5),on 
prendra l'équation 

y— fi=:A(x — «), 

qui appartient à la droite passant par le point dont les 
coordonnées sont «et fi, et faisant avec Taxe des ab- 
scisses un angle dont la tangente trigonométrique est A \ 
on la combinera avec l'équation y* = rax -f- nx* , qui 
rentre dans A't'* + Ciï a — E'u' = o (128), et qui 
comprend par conséquent les trois courbes du second 
degré. En faisant, comme dans le n° io5 , 

V/(*-«) a +(j-/3)*==:*, 
on aura 

1 z » 1 -^ z 

V/i + ^ a \/i+A* 

et posant pour abréger, . — =A' 9 il viendra 

xz=z*-{-A'z f y = & + A'Az; 

substituant ces valeurs dans réqùationj^rrs mx -f- rax% 
on obtiendra cette transformée 

Passant tous les termes dans uji seul membre, et ordon- 
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é nant par rapport à z , on trouvera 

ce qui revient à 

t apa^ — ^m — net) t /3 a — m« — n«* _ 
Z + (A*-n)A' Z+ {A*—n)A'*'—°* 

Dans cette équation , l'inconnue z représente la di- 
F»g. 65. atauce EM,fig. 65, entre le point donné E, et l'un 
des points d'intersection Td et M! de la droite proposée 
EM , avec la courbe ^fC; par le moyen de sa valeur, 
on parviendra facilement à celles des coordonnées de 
cette intersection. 

Il est évident , par ce qui précède , qu'u&e ligne 
droite ne saurait rencontrer en plus de deux points une 
cqurbe du second degré* 

i58. En raisonnant ici comme pour le cas du cercle 
(107), on verra que les deux valeurs de z doivent de- 
' venir égales lorsque la ligne proposée ne fait plus que 

toucher la courbe, comme en N, parce que les points 
M et M" se rapprochent de plus en plus , à mesure que 
la ligne EM s'approche de EN. La différence des deux 
valeurs de z comprises dans la formule 

fi A — Jm— 'n*, 1 f/fiA — zm — H*\ a F* — WM — n * % 
Z ~~ (A*—ri)JT~~\/ \ {A*— ri)A~) ~"(^ a — n) AT* * 
étant exprimée par 

/ 7pA — ±m — n« \* &*—mu — nx* 
* V \ (^* — ri)A' ) (A*—n)A f * ' 

et donnant toujours la longueur de la corde MM\ de- 
vient nulle lorsque les points M et M? coïncident , et 
fournit par conséquent , pour le point de contact N , 
l'équation 

\ (A*—n)A f J^^A* — n)jfT— ° (0 * 
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En la développant, A' % disparaîtra comme diviseur 
commun à tous les termes , et la résultante sera l'équa- 
tion qui doit donner A, et faire connaître par consé- ■ 
quent la position de la droite EN , menée par le point - 
E 9 tangentiellement à la courbe AC. 

Ne voulant considérer que les cas les plus simples , 
je supposerai que le point E soit pris sur Taxe des abu- 
sasses AP y Jig. 66 ; il résultera de là que fi =a, et F»g- G6- 
({m + n*Y , m» + n** _ 
(^ a — w) a+ A 2 — n ~°> 

équation qui se réduit, après le développement , à 

i^ + nwi' + M^so, 
et donne 

1 7» 

A=±l 



Cette expression se présente sou9 une forme imaginaire, 
mais elle peut devenir réelle par les valeurs particulières 
que recevront les quantités m , n et « , et cela arrive 
pour tous les cas où la position du point E et la nature 
de la courbe, permettent de lui mener une tangente par 
ce point. 

159. Il y a encore un cas dans lequel la condition de 
contingence se simplifie beaucoup, c'est celui où le point 
donné , étant sur la courbe inême , se confond avec le 
point de contact. En effet, si le point E passe en 
M y Jig. 65, il y aura alors entre « et fi la même Fig..65# 
relation qu'entre x et y , sur la courbe AC , c'est-à- 
dire que 

fi* = m« + n * ft ou £* — m * — n * % = o : 
ce qui réduira l'équation (1) à la suivante : 
fi A — j m — nu = o , 

y» ' * 1» a a m "f" n * 

d où Ion tirera A = * ! . 

fi 
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Telle est l'expression de la tangente de l'angle que doit 
faire avec l'axe des abscisses , la droite TM y pour tou- 
cher la courbe AC. 

La position de cette droite serait donnée d'une ma- 
nière plus commode , si Ton en connaissait un second 
point ; et celui qui s'offre le plus naturellement , est le 
point jP, où elle rencontre l'axe des abscisses , et pour 
lequel y = o , dans l'équation y — fi = A (x — «) (85). 
Il résulte de là 

— &=zA(x — «) et x — * = — -^; 

la quantité x — *« étant la différence des abscisses des 
points M et T, désigne la portion PT àe l'axe AB : 
mettant donc pour A sa valeur, on aura 

jpr=- r-5— (*)• 

La ligne PTse nomme la soutangente ; et lorsqu'elle 
est construite, on obtient la tangente, en joignant le 
point M et le point !Tpar une droite. 

160. Pour connaître l'expression de la soutangente 
dans chacune des courbes du second degré en parti- 
culier , il suffit de Comparer successivement les équa- 
tions 

I **=/*-£;*"' ?=p*+iï**> y*=p*> 

avec l'équation y 2 =mx + nx*. En observant comme 
ci-dessus, que a et fi , désignant les coordonnées du 
point de contact situé sur la courbe , ont entre eux les 
mêmes relations que x et y, et substituant en consé- 

(*) Dans la figure , P T est (a somme îles lignes AT et AP y parce 
que l'abscisse^ JMu point T est négative par rapport à Ta^scisse AP 
du point M (76). 
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qûenfie pour 6 a sa valeur, on trouvera, par la première 
équation , appartenant à l'ellipse , 

m=p t n=— -£--,d ou P 7=— — r =*— « 

r; aa p(a — d) a~-at ' 

par la seconde, appartenant à l'hyperbole > 

par la troisième enfin /appartenant à la parabole, 

afr* 
mz=zp, n=o, d'où jPjP=ï=— -*-=—. &*. 

Cette dernière expression , la plus simple des trois i 
fait voir que dans la parabole, la soutangente est 
double de l'abscisse. Le signe — qui l'affecte , ainsi que 
les autres, montre qu'elle doit être prise sur Taxe AB„ 
à partir du point P , vers le côté où se portent les où 
négatifs; mais comme la forme des courbes indique suf- 
fisamment de quel côté doit tomber la soutangente , je 
ferai désormais abstraction du signe dé son expression. 

La construction des premières expressions n'offre pas 
beaucoup plus de difficulté : on a pour l'ellipse 

a— « tac — * ::*: ^PT, 

a— « 

pour l'hyperbole 

ainsi , tout se réduit à trouver des quatrièmes prôpoiv 
tionnelles. 

H est bien remarquable que le second axe & n'entre 
point dans ces expressions ) il en résulte que pour une 
même abscisse , la soutangente est la même dans toutes 
les ellipses qui ont le même grand axe, et qu'il en 
arrive autant aux hyperboles. L'ellipse se changeant 
en cercle lorsque 5 = a, on peut mener la tangente à 
Trigonométrie, 7 édition. 16 
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la première de ces courbes par le moyen de celle àe 
Fig. 56. j a seconde ; car si Fon.prolonge l'ordonnée pm 9 Jig. 56, 
jusqu'à la rencontre du cercle décrit sur le grand axe , 
et qu'on tire la droite nT tangente à ce dernier, au 
point », la soutangente pT conviendra aussi, d'après 
ce qui précède , au point m de l'ellipse, dont la tan- 
gente s'obtiendra par conséquent en joignant le point T 
et le point ni. On aurait une construction semblable 
pour les hyperboles quelconques , en partant des sou- 
tangentes de l'hyperbole équilatère (108). 

161. Quand on a la soutangente, il est facile d'en 
déduire les expressions de la tangente , de la sou-* 
normale et de la normale : ce sont les noms qu'on 
Fig. 65. donne aux lignes TM, PR et MR 9 Jig. 65. La première 
est la portion de la tangente comprise entre le point de 
contact et l'axe des abscisses ; la seconde est la partie 
de Faxe des abscisses comprise entre le pied de l'or- 
donnée PM et le point R , où une droite menée per- 
pendiculairement à la tangente par le point M, ren- 
contre cet axe ; enfin la troisième est la longueur même 
de cette perpendiculaire, mesurée depuis le point M 
jusqu'à l'axp. des abscisses. 

i°. Par le triangle TMP, rectangle en P, on a 

MT = VpM + PT\ % 

a°. Les triangles PMT, PMR, semblables entre eux 
comme étant formés par la perpendiculaire PM, abaissée 
de l'angle droit du triangle TMR , rectangle en M, don- 
neront 

pt : pm :: pm : pr, d'où pr =CÇ. 

3 b . Il résulte du triangle MPR , rectangle en P, 
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Il est visible que ces formules conviennent à toutes 
les courbes,, et que pour les appliquer à l'ellipse, par 
exemple , il faut mettre dans la première et dans la 
seconde, au lieu de PMetàe PT y les valeurs relatives 
a cette combe, puis avec la valeur qu'on obtiendra 
pour PR et celle de PM, on formera celle de MR\ 
il faudra opérer de même' par rapport à l'hyperbole et 
à la parabole. Je me bornerai à rapporter ici les résul- 
tats de ces substitutions , qui n'ont par elles-mêmes au* 
cune difficulté. Pour l'ellipse 

pour Thyperbole 

PR =£(a+«),MR= /jtaw+^+s '(«+•)* î 

pour la parabole 

PT=Q*> MTez^fm + fr*, 

On obtient des résultats un peu plus simples, à l'égard 
des deux premières courbes , lorsqu'on compte les ab- 
scisses à partirdu centre, ce qu'on né peut faire pour la 
troisième, qui en est dépourvue (128). Pour parvenir à 
ces résultats , il suffit de faire *=a — *' , dans l'ellipse 
et « = «' — a dans l'hyperbole (137) ; *' sera la nou- 
velle abscisse prise à partir du centre : ces substitution? 
et les réductions qui s'ensuivent étant effectuées , il 
viendra pour l'ellipse , 

16.. 
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pour l'hyperbole, 

«•=£■'. «h=v/?" / "-" , »+S'*- 

îGa. Quelqu'élégante que doive paraître la méthode 
employée ci-dessus , pour mener les tangentes aux 
courbes du second degré , je crois ne pas devoir passer 
sous silence les solutions synthétiques les plus simples 
qui ont été données de ce problème , et je vais les ex- 
poser succinctement. 
Fig. 5a. i*. Par le point M, pris sur l'ellipse ,Jig. 5a , on mè- 
nera les deux rayons vecteurs FM et F* M ; on prolon- 
gera l'un d'eux, F' Al par exemple, d'une quantité MG 
égale à FM\ on tirera ensuite FG, et la droite MH 
perpendiculaire sur le milieu de FG , sera tangente au 
'jpoint M \ car elle n'aura que ce point de commun avec 
la courbe. En effet, si l'on prend un autre point quel- 
conque IVsur cette droite, et qu'on tire les droites FN, 
FN, oa aura 

F"N+NG>F'G, 
ce qui revient à 

F*N+FN>F'M+FM>ir\ 

car, par la construction , MG = FM, NG=zFlV; et 
comme il est aisé de voir que pour les points placés au- 
dedans de l'ellipse , la somme des distances à chacun 
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des foyers est moindre que le grand axe , il suit de ce 
qui précède que le point N est hors de l'ellipse , puis- 
que la somme de ses rayons vecteurs est plus grande 
que Taxe //'. 

Cette construction montre aussi que les angles FMH> 
F'MN ', formés par les rayons vecteurs et la tangente , 
sont égaux , et que la normale au point M % diviserait 
en deux parties égales l'angle FMF** 

a°. Lorsque le point proposé M est sur l'hyperbole , 
Jig. 53, il faut porter le plus petit rayon vecteur FM -,Fig. 53L 
ôur le plus grand F* M, et non pas sur le prolongement ; 
achevant la construction comme ci-dessus, on aura pour 
ce cas 

F'NK^F'G + NG < F G + FN, 

d'où il suit 

F f N—FN<C F"G < F* M— FM, 

ce qui prouve que le point N n'est pas sur l'hyperbole» 
Il n'est pas placé dans l'intérieur de cette courbe, car 
il faudrait., pour que cela fût, que la différence des 
distances à chacun des foyers surpassât le grand axe. 
En effet, si l'on tire F'm , on a 

F r m—Fm-=F'm + Mm — FM\ 

et comme F* m -f- Mm surpasse F 9 M , il s'ensuit 

F*m — Fm>F'M—FM. 

Légalité des angles FMH et F*MH, ou RMN , ré- 
sulte encore de cette construction. 

3°. Lorsque le point M est su/ une parabole,^/^. 54 , Fig. 5^ 
il n'y a plus qu'un rayon vecteur, mais l'autre est rem- 
placé par la droite CM parallèle à Taxe IB> et le point 
Q tient lieu du point G , puisque QM=zFM. Considé- 
rant ensuite un point N placé avant ou après le contact, 
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on a ea même temps QN et jFW> OiV; le point N 
est donc hors de la courbe. 

De la construction ci-dessus on déduit l'égalité des 
angles FM H , QMH\ et il faut observer que le dernier 
est égal à NME, formé par la tangente et la droite MK 
parallèle à l'axe 1B. 

Si Ton appliquait le calcul à ces constructions , on 
trouverait les résultats obtenus dans le numéro pré- 
cédent. 

i63. La considération des tangentes de l'hyperbole 
conduit à une particularité très remarquable, de la- 
quelle il résulte que quoique son cours s'étende à Via* 
fini , chacune de ses branches demeure néanmoins tou- 
jours renfermée entre les côtés d'un certain angle , 
sans pouvoir jamais les atteindre , ainsi qu'on le voit 
fig. 67. dans làjig. 67. Cette circonstance , qui s'est présentée 
d'une autre manière dans le n° 118 , se retrouve en- 
core en observant la marche de la soutangente PT , à 
mesure que le point de contact M s'avance sur la courbe 
et s'éloigne du point /, ou , ce qui est la même chose, 
à mesure que l'abscisse OP augmente. En désignant 

x* — a % 
OP par x, on a (161) PT= : — ; et comme 

OT= OP — PT, il vient 



OT=x—~ 



On voit évidemment par ce résultat que plus x croît 
plus OT diminue, et*plus le point T s'approche du 
point O , qu'il ne peut cependant jamais atteindre , 
puisqu'une fraction ne peut jamais devenir absolument 
nulle , tant que son numérateur ne s'anéantit pas ; le 
point O doit donc être regardé comme la limite vers 
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laquelle le powt T tend sans, cesse par le progrès de 
l'abscisse. Il faut examiner maintenant les çhangemens 
qu'éprouve , dans \e$ marnes circonstances, , l'angle 
MTP qui détermine la situation de la tangente par 
rapport à Taxe des abscisses. La tangente trigonomé- 
trique de cet angle a pour expression 

MP _ bv 

et prenant la forme ■ — , lorsqu'on divise ses 

deux termes par x , elle tend nécessairement vers la 

quantité - à mesure que la fraction — diminue , ou 

■ * - a ^ ■ - x * 

à mesure que x augmente 3 l'angle MTP ne peut 
donc diminuer indéfiniment > et la limite qu'il ne sau- 
rait atteindre, mais dont il s'approche sans cesse , est 

l'angle EOI , dont la tangente trigonométrique est -•] 

et 

L'byperbole ne peut donc jamais parvenir à toucher la 

ligne OE , quelque prolongées qu'on les suppose l'une 

et l'autre. 

Pour construire l'angle EOI , il faut prendre sur 

l'axe //' une abscisse à volonté, le demi-axe OI > 

par exemple , et le triangle rectangle EOI donnant 

El = OI tang EOI , on aura 

EI = OIX- = l>, 

puisque 0/=a. Élevant donc au point /la perpen- 
diculaire EI=z b, la droite OE, qui joindra les point» 
O et E , sera la limite de toutes les tangentes «de la 
branche IK de l'hyperbole : j'ai déjà dit que cette 
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limite se nomme asymptote. Il «est évident qu'il en 
existe une seconde , Oe , placée au-dessous de l'axe IF, 
faisant avec cet axe le même angle que la première, et 
servant de limite aux tangentes de la branche Ik. 

1 64* H ne sera pas inutile de montrer comment on passe 
de Féquation de l'hyperbole rapportée à ses axes , à 
celle qui a lieu relativement aux asymptotes. Pour cela , 
que Ton mène par le point M 9 parallèlement à l'asymp- 
tote Oe , une nouvelle ordonnée QM, et que l'on fasse 
QO = t , QM=u ; l'angle EOI compris entre Taxe 
des t, QO , et celui des x , //', aura évidemment pour 

. Of . JE ¥ 

cosinus f-jz , pour sinus j=-g ; et comme , 



OI=a, JE = b, OE^Voî'+Œ^s/a 7 ^* 

il en résultera (122) , 

a b 

wi^= ■ . ■— • n = '— — - 

Considérant ensuite Taxe des u , Oe , on trouvera 



coseO/= 



OI 



Oe* 

et comme Oe = OE, le z 



P-. 



sin eOI= -r;- ; 
Oe 

: — TE , il viendra 

-6 



et par les formules générales 

x=imt-i-pu, y 
on obtiendra 



<?= 



V/a a -f & a * 



nt-\-qu % 



_ bjt-u^ 
y l/^+û*' 
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Substituant ces valeurs dans l'équation 

elle se changera, après les réductions , en 

^£=1, ou to=J(o*+4*). 

Cette dernière équation , semblable à la transformée 
de la page 178, met bien en évidence la propriété dont 
jouissent les asymptotes ; car on en tire 

ce qui montre que l'ordonnée QM va toujours en di- 
minuant à mesure que le point Q s'éloigne du point O, 
mais qu'elle ne peut jamais devenir nulle. 

Lorsque l'hyperbole proposée est équilatère (128); 

br=za\ la tangente de l'angle EOI , exprimée par ~i 

se réduit alors à 1; chaque asymptote fait par conséquent 
avec Taxe //' un angle égal à o*,5, et les deux com- 
prennent entre elles un angle droit. L'équation 
tu = £ (#1* + b*) , devenant tu = j a* , montre que le 
. produit des coordonnées t et u est alors égal à la moitié 
du quarté du demi-axe transverse O/. 

Il est à propos de remarquer que si l'on mène par le 
point /les droites JD et JÎ, respectivement parallèles 
à Oe et à OE , on formera un losange dont les côtés 
JD et Id seront , par rapport aux asymptotes , les 
coordonnées du point / situé sur l'axe ; on aura par 
conséquent 
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A LA GÉOMÉTRIE. 2$l 

gm :G2V :: mr:NS; 

les triangles semblables G?N'& et R'MG', donneront 
multipliant ces deux proportions par ordre , il viendr 

gmx 77m : gFx gïï':: mr>CmïX: wsxWsfi 

et (pomme en vertu de <fc qui précède! on, a 
on en conclura 

~gm x <sm =3= UrP x c/ïv\ 

Mettant à la place de Ç'M et de GN' , leurs valeur» 
G'N'+MN', GM+MN', faisant les réductions qui 
se présentent après les multiplications indiquées, on 
aura enfin 

GM^MÏÏ'z^GN'KMrr, ou GM=zG'N'. 

16G. Avec le secours de Ja propriété qui vient d'être 
démontrée , on décrit bien simplement l'hyperbole par 
points , lorsqu'on a les asymptotes et un seul point M . 
On tire par ce point un très grand nombre de droites 
comme MN', on prend la partie GM comprise entre 
le point M et l'asymptote qui en est la plus voisine , 
pour la porter de G en 2V', ce qui donne un nouveau 
point 2V' de la courbe cherchée. 

Quand on a les asymptotes , on trouve la direction» 
de Taxe // en divisant en deux parties égales l'angle 
quelles foraient ; et comme la tangente de l'angle 
EOI donne le rapport des demi-axes a et b (i63) , il 
eàt aisé de déterminer ces quantités dès qu'on connaît un 
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352 APPLICATION DE ^ALGÈBRE 

» £* » 

point de l'hyperbole. L'équation PM = — (OP — c 1 ) 

j it. A % >CoP—PM % 
donne sur-le-champ a a = ~ , en repré- 
sentant par ^ la quantité -.. 

167. Outre l'hyperbole dont les branche» sont Klh 
et K'Th \ les lignes OE et Oe comprennent encore une 
autre hyperbole HLk , ffUh' t aécrite dans les deux au- 
tres angles que forment ces droites , de manière que 
Taxe transverse IT de la première est le second axe de 
la deuxième , qui a pour axe transverse LL\ second 
axe de la première. La relation qu'ont entre elles ces 
deux courbes, les a fait; nommer hyperboles conju- 
guées; elles ont même puissance, et par conséquent, 
leur équation est la même à l'égard des asymptotes : 
seulement , l'angle de ces lignes , ou des coordonnées , 
diffère de l'une à l'autre. 

1 68. On a vu par la forme de l'équation du cercle ; 
qu'il fallait trois points pour le déterminer : la même 
considération s'applique à une courbe quelconque \ et 
il est évident qu'il faut en général autant de points que 
l'équation de la courbe demandée renferme de coeffi- 
ciens nécessaires. L'équation 

jty> + Bxy+Cx*+Dy+Ex = F, 

qui appartient aux courbes du second degré en général , 
étant mise sous la forme 

yt+.bxy + cx' + dy + ex^zf, 

ne contient plus que cinq coefficiens b, c, d , e et f\ 
il suffira donc de cinq points pour particulariser la 
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A LA GEOMETRIE. a53 

courbé du second degré qu'elle représente. En effet , si 
les coordonnées de ces points sont respectivement 

$ / • f ) 9 fi" ) * fi m ) % f 9 ) 9 

on formera les cinq éqnations suivantes : 

p + b«fi -f cm* + dfi + e* = /, 
, fi'* + Wft + <»'* + àft + ««'=/, 

£«* + fc^yr + Cg| «a + JJg-r + ^. = ^ 
f + bff + €**+ dfT + e*"=f, 

fi*"* + b« "fi"".+ c«""*+ dfi""+ e«""= /. 

Noyant pour but que de démontrer la possibilité. de la 
détermination des le.tt.res 6, c, d, e , f 9 et le nombre 
de conditions quelle exige, je ne m'arrêterai pas à 
effectuer les calculs qu'entraînerait cette opération v 
pour lesquels on peut consulter l'ouvrage de M. Puis- 
sant , cité à la page 1 Go , et où l'on trouvera sur ce su* 
jet et sur ses applications , les détails les plus importans; 
je me bornerai à faire observer que ces équations peu- 
vent devenir contradictoires entre elles dans certains 
cas particuliers. S'il arrivait, par exemple, que trois 
des points donnés fussent en ligne droite , il ne serait 
pas possible de faire passer une courbe du second de- 
gré par ces points , puisqu aucune courbe de ce degré 
ne peut avoir plus de deux points communs avec une 
même droite (157). 

On conçoit que quand la courbe est donnée d'espèce 
et de position , il faut moins de conditions pour la dé- 
terminer. Par exemple , pour achever de particulariser 
une ellipse dont le centre et le grand axe sont donnés 
de position , on n'a besoin que de deux points ; car on 
peut alors prendre ce centre pour l'origine des coor- 
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$54 APPLICATION DE L*ALGÈBRfi 

- données , et ce grand axe pour celui des abscisses : 
l'équation ay*-+-è ft x a = a a ô% relative à ce cas, ne ren- 
ferme que deux coefficiens , a, b , qui se déterminent 
par les équations 

a*/3 a + &V=£a a ft a , 
a*/f*+b*«"±=:a*b\ 

169. J*ai démontré dans le numéro 73 , que l'équa- 
tion du second degré se construisait par le moyen d'une 
circonférence de cercle et d'une droite, et dans le nu- 
méro io5 , que les deux racines étaient données par les 
deux intersections que peuvent avoir entre elles ces 
lignes , en sorte que l'on considérait l'équation propo- 
sée comme résultant de l'élimination d'une inconnue 
entre deux équations à deux indéterminées , l'une ap- 
partenant à la droite , et l'autre au cercle ; si Vbn gé- 
néralise ce point de vue, on aura le moyen de construire 
des équations d'un degré Quelconque. 

En effet , si l'on a , par exeriiplè , l'équation 

**_ b*x*+ <?x — d\ = o , 

qui peut représenter toute équation du quatrième de- 
gré , dont on a fait disparaître le second terme , il est 
permis de la supposer produite par l'élimination d une 
inconnue y , entre deux équations du second degré , 
renfermant en même temps x et y , et appartenant 
par conséquent à deux courbes. Trouver ces équa- 
tions est un problème indéterminé , car il y a une 
infinité de systèmes d'équations qui peuvent conduire 
à la proposée ; on en prend donc une arbitrairement. 
Soit x*=py ; on aura 

et substituant dans l'équation proposée , il viendra 
pY — b*py+ c s x — c?l ==? o , 
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A LA GEOMETRIE. aSS 

OU 

. & , <? d* 
. y a — — y -| -x =0. 

t\ est aîsé de reconnaître Ique cette équation appar- 
tient à une parabole (ia8);et pour la mettre sous 
la forme la plus simple, il suffit de faire disparaître lé 
terme multiplié parjr, ce qui s'eft|ettièfra en prenant 

On aura , après la substitution , . 

y' s -f. — x ~~ — fr-^— 3=Oî 

ce résultat, qui peut s'écrire ainsi , 

iuontre que la parabole à laquelle il appartient, a pouf 

, c 3 « . 

paramètre la quantité — , et que les abscisses comptées 

à pfirfir de son soniniét , sottt égales â îà différence 

entre la -quantité — —■ et les ordonnées de la pre- 

mièite parabole, ddns laquelle ïv*±~py. En effet, si 

Ton -porte .perpendiculairement à Patfe ÀB des ab- 

scisses,^f. 68, et du côté des ordonnées positives, tinte Fig. G8. 

b % 
distance AA'— — , la droite A'B' , menéevparallèle- 

meht à AB> sera Taxe à partir duquel dn doit prendre 
les y f . Le sommet de la parabole dont y' désigne For- 
donnée , correspondant au point où Ton a/ = o, ce 

qui arrive quand x = — —ô— , il faudra faire 

4e 5 
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ï86 APPLICATION DE l'aLGÈBRË 

AD= — 3 , et ayant élevé DI à angle droit sur 

AB, le point/ serai e sommet de la seconde parabole 
GIH 9 A'I en sera l'axe ; et connaissant son paramètre, 
rien ne sera plus facile que de la construire par points, 
suivant le procédé du numéro i35. Quant à la pre- 
mière parabole ËAF, donnée par l'équation x* = py, 
il est visible qu'elle a son sommet à l'origine A des 
coordonnées, et pour axe celui desy, AC. Lorsqu'elle 
sera construite, les points M , M', M", M m 9 où elle 
rencontrera la parabole GlB , auront des abscisses 
égales aux racines de l'équation proposée, puisquàces 
points les valeurs de x satisfont en même temps aux 
deux équations 

py-— b*py + c*x — àh = o , 

desquelles résulte la proposée. 

La quantité p , introduite par l'équation de la pre- 
mière parabole , demeurant indéterminée, peut, pout 
simplifier la construction , recevoir telle valeur qu'on 
voudra lui assigner, excepté zéro. 

Pour représenter le cas le plus général , j'ai disposé 
l'équatipn proposée et la figure, de manière que les 
deux courbes se rencontrassent en quatre points ; mars 
cette circonstance n'aura lieu qu'autant que l'équation 
proposée aura ses quatre racines réelles. Si, par exemple, 
Taxe AI de la parabole GJH tombait au-dessous de 
AB 9 ce qui arriverait si le terme b*py avait le signe -f-, 

b % 
puisqu'il faudrait faire alors y =y' , il n'y au- 
rait que deux intersections au plus, car il est bien clair 
que la branche? IH ne pourrait plus rencontrer la para- 
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À LA GÉOMÉTRIE. Ï5^ 

bole EAF \ dans certains cas même , la courbe GJÉ 
se trouvera tout entière au-dessous de EAF^ et alors 
les racines de là proposée Seront imaginaires. 

On voit au reste , par cette construction # comme par 
la théorie des équations , que Péquation du quatrième 
degré ne peut avoir qu'un nombre pair, de racines 
réelles, puisque les deux paraboles EAF et GIH ne 
peuvent se couper qu'en deux ou en quatre points. 

170. Il suit aussi de là que lé cercle et la ligne droite 
ne se rencontrant pas en plus dé deux points, ne 
peuvent résoudre que des problèmes susceptibles d'être 
ramenés à des équations du second degré , et ne sau- 
raient; par conséquent suffire pour ceux qui passent ce 
degré , tels que les problèmes de la duplication dià 
cube et de la trisection de l'angle , si fameux dans 
l'antiquité. 

Par le premier, il s'agit de trouver le côté d'un cube 
dont le volume soit double de celui d'un autre cubé 
donné. Si a est le côté de celui-ci , et x le côté dé 
l'autre, on aura cette équation : 

x 8 =2ia^ ou x 3 — aa s ==d; 

Pour la comparer à la proposée , il faut l'amener àd 
Quatrième, degré , ce qui se fera en la multipliant par xj 
tet on aura 

x* — ua?x = o j 

t — 

comparant avec x 4 — 6*x a + <?x — d*= o * il viendra 

, , * '.j * • . , ... - "f ^ « 

5 = 6: c 5 =— 2a 3 * d = o. T 

V . r 3 v. -. ..;"-> . .: . . v, .* •• :., 

Les équations des paraboles à construire) seront paf 
conséquent x* =/J7, y* = -7- x , et si l'on prend 
Trigonométrie, 7 e édition. }f 
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358 APPLICATION DE ^ALGÈBRE 

p—a, elles deviendront 

la seconde courbe aura un paramètre double de celui 
de la première. Ce» courbes passeront toutes deux 
Fig-69-par l'origine A , Jig. 69, puisqu'on aura x = o, 
y=zo % dans l'une et dans l'autre en même temps; 
elles s'y couperont, et cette intersection donnera 
a?= o , racine qui vient du facteur introduit pour élever 
au quatrième degré l'équation à construire. La figure 
montre que l'on ne peut avoir en outre qu'une seule 
racine réelle AP\ et en effet, on a vu , dans les Élé- 
ment d'Algèbre 9 que l'équation x 3 — 2a 3 =0, n'en 
m pas davantage. 

171. Le problème de la trisection de l'angle a pour 
objet de partager un angle ou un arc en trois parties 
égales , ce qui s'effectuerait sans peine , si , connaissant 
la corde ou le sinus d'un arc , on obtenait la corde ou 
le sinus de son tiers. Cette question n'est qu'un cas 
particulier de la théorie de la multisection des angles, 
que je ne saurais exposer ici , mais dont Qn trouvera 
les bases dans l'Introduction au Traité du Calcul 
différentiel et du Calcul intégral; elle se met en 
équation par le moyen des formules du numéro 11, 
qui donnent 

„ Â ttCmAP— 3R*coaA 

cos oA = — =r ■ . 

Si l'on regarde cos 3^ comme 4<>nné ,.et_que l'on prenne 
cos A pour l'inconnue , on aura , en faisant cos 5A = a 
et cos A=zx, cette équation : 
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À LA GÉOMÉTRIE» s5g 

qui, étant multipliée par x et comparée à l'équation 

ce*— b*x*+<?x~ #so, 
donnera 

On aura encore ici une intersection au point ^ 
correspondant à la racine o:==o > et les trois autres , 
peints d'intersection donneront les trois racines dé 
l'équation 

Il semble au premier coup-d'œil qu'on ne devrait 
ôvpir qu'une racine réelle, et qu'il n'y a qu'une seule 
manière de partager un arc en trois parties égales; mais 
en y réfléchissant av~ôo un peu d'attentio» , on recon- 
naît qu'il y a trois arcs qui doivent satisfaire à la ques* 
tion proposée > car les arcs ZA , a«r + 3-^f , 4 T + ^ % ' 
qui ont le même cosinus (a3) , étant divisés par 3 , 
donnent les valeurs 

XZ=.CO*A> X^sCOsQ'P + A), Xi=COS(f*+-^)> 

essentiellement différentes (*). On ne peut en avoir 
d'autres , parce que les arcs 6sr + 3 A , 8*r -}- SA, etc., 
qui ont encore le même cosinus que A , étant divisés 
par 5 , conduisent aux arcs a«r + A, 2*r + 1*- + A, etc., 
et que 

CO&(2w+A)=ZC08A, COs(?W^*^A)ï^OèÇ%ir+AJ, 

etc. 

17a. Avant que les méthodes d'approximation eussent 
atteint le degré de perfection où elles sont portées au- 

(*) LVquatioti cl-desstts tombe en effet dans le cas irréductible* 
(Voyez le Complément des Èlémtns d'Algèbre.) 

«7-. 
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jourd'hui , les géomètres s'appliquaient beaucoup à la 
construction des équations, et faisaient tous leurs efforts 
pour l'effectuer par les courbes les plu9 simples, ou les 
plus faciles à décrire. C'est ainsi que Halley donna une 
méthode pour construire les équations du troisième et 
du quatrième degré par le cercle et la parabole ; et cette 
méthode a quelque avantage sur celle du numéro 169 , 
en ce que le cercle qui remplace une des paraboles > 
•e trace par un mouvement continu ; mais le peu d'usage 
que Ton fait à présent des constructions , dispense des 
détails à cet égard, je n'en indiquerai en conséquence 
que l'esprit. 

En posant l'équation d'une parabole , sous la forme 
x 1 = my $ et l'équation générale du cercle, 

(»-?)•+ Cy-çy»f (94), 

si Ton développe cette dernière, et que l'on en chasse^ 

x* 
par sa valeur ■ — tirée de la première , on obtiendra 
m 

l'équation 

semblable à l'équation à construire 

et l'on aura , pour déterminer les quatre quantités in- 
connue* m , p , q et r , les trois équations 

b % = m(aq — m), 

on pourra par conséquent disposer de l'une de ce» 
quantités pour simplifier les calculs. 
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A LA GÉOMÉTRIE. 26 1 

Si l'on fait , par exemple , m = b , il viendra- 

valeurs aisée» à construire, et qui donneront la position: 
du centre et le rayon du cercle à décrire conjointement 
avec la parabole que fournit l'équation a; a = 2jy. Je 
n'entrerai point dans la discussion des cas qui pour- 
raient exiger un autre choix dans la valeur assignée à 
Fune des inconnues; et je terminerai ce Traité par l'ex- 
position d'une méthode qui réunit à l'avantage de s ap- 
pliquer aux équations d'un degré quelconque , celui de 
peindre les résultats obtenus analytiquement par la 
théorie de la composition des équations,. 

173. Pour fixer les idées , je supposerai que L'équation 
à construire soit seulement a.-f- ix + ex* -f- dx? ss o > 
et je ferai 

y=a -f bx + cx*-\rdx?.. 

Puisque dans les points- où, la courbe représentée par 
cette dernière équation, rencontrera l'axe des abscisses, 
en aura^=o, il s'ensuit que les abscisses de ces pointa- 
seront les racines de l'équation proposée ; la question 
sera donc réduite à construire la courbe dont il s'agit, 
ce qui est facile , après avoir rendu son équation homo- 
gène , en y restituant les puissances de l'unité (71). On. 
©btiendra en effet 

résultat dont chaque tenue se construirait séparément- 
par les lignes proportionnelles (68) ; mais voici um 
moyen de lier entre elles d'une manière commode pefe 
différentes opérations. 
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Fig, 70. On mènera , fig. 70, l'axe AB des abscisses; par 
l'origine A , on élèvera perpendiculairement à cet axe, 
la droite AC } qui sera celui des y : et ayant pris 
sur le premier la partie AD=n, et mené DE pa- 
rallèle à AC , on portera sur cette dernière des 
parties 

AF=a, FG — b % GH = c, JET/ = d; 

on tirera ensuite IK parallèle à AB \ on joindra les 
points H et K par une ligne qui coupera en L la ligne 
PR élevée perpendiculairement à AB , sur l'abscisse 
ÀP=zx\ on mènera ML parallèle à AB, pour déter- 
miner sur DE le point M , que Ton joindra avec le 
point G; par le point JV, où MG rencontrera PR, 
on tirera OA parallèle encore à AB , et joignant le 
point O avec le point F, la droite OF donnera sur PR 

- un point Q , tel que PQ =y. 

En effet , on a, par les triangles semblables IKH 
etH'LH, 

m 00 : fl'L(*) :: m(d) : œr = ^ t 

d'où 

GH' = GH+HH' = c + —i 

n 

puis , des triangles H' M G et G'A r G , il résulte 

B'M(n):G'fi\x)::GH{ c +^):GG'=~+^ . 
\ n / n n* 

et par conséquent 

FG' = FG + GG' = b + — + — ; 

- enfin des triangles G'OF % FQF, on conclut 

G'o,»)iF'Ç(oO::FG/M^^^ 



Digitized 



by Google 



A LA GÉOMÉTRIE. 2*63 

ce qui donne pour dernier résultat , 

On étendra sans peine ce procédé au cas où l'équa- 
tion proposée aurait un nombre quelconque de termes ; 
et lorsqu'on aura obtenu assez de points pour caracté- 
riser la marche de la courbe, on reconnaîtra aisément 
de combien de racines réelles cette équation est sus- 
ceptible. 

174. Si le cours de la courbe est tel que le repré- 
sente la ligne XEGJLY f Jig. 71 , elle rencontrera cinq f^ - f# 
fois Taxe des abscisses , et indiquera par conséquent 
que l'équation dont elle dérive a un pareil nombre 
de racines réelles : cette équation ne pourra Être d'un 
degré inférieur au cinquième. L'équation proposée 
sera 

a + bx + ex* + Ar 3 + ex*+fx?-t- etc. = o p 

et celle de la courbe à construire > 

y =a -f-frx +ca? + dx? + et 4 -f-^i^ + ete. 

Il est évident que les valeurs numériques de l'or* 
donnée y, ne sont autre chose que les résultats qu'on 
tire de l'équation proposée, en donnant à x les va- 
leurs correspondantes aux différentes abscisses qu'on 
a choisies arbitrairement : la courbe XEGILY offre 
donc en quelque sorte l'équivalent du tableau dans 
lequel ces résultats seraient inscrits , mais avec cet 
avantage , qu'en vertu de la loi de continuité^ qu'on 
sent bien mieux dans les lignes que dans les nombre», 
les intervalles entre deux substitutions successives s» 
remplissent avec la plus grande facilité. Ayant cal- 
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crçlé, par exemple, les ordonnées P'P , QfQ , 571; 
fort proches les unes des autres , et joignant leurs ex- 
trémités par un trait continu , sans angles ni farrets , 
on a d'une manière assez exacte les ordonnées inter- 
médiaires. 

On observera , i°. que puisque l'équation de la 
courbe ne renferme que des puissances entières et 
positives de a?/ chaque valeur de cette indéterminée 
ne donnera pour y qu'une seule valeur qui sera finie 
ou limitée tant que x le sera , mais que y sera suscep- 
tible de prendre des accroissemens illimités , lorsque 
x en recevra de tels , et que par conséquent la courbe 
XEGILY doit s'étendre à l'infini , de chaque côté de 
Taxe AC deay. 

a°. L'inspection geule de la figure fait voir que la 
courbe XEGILY ne saurait passer d'un côté de l'axe 
AB à l'autre , sans rencontrer cet axe , ou analyti- 
quement parlant , que l'ordonnée y ne peut changer 
de signe sans devenir nulle (*) ; d'où il suit que si deux 
substitutions faites dans l équation proposée , donnent 
deux résultats désignes contraires, ily a nécessairement 
une racine réelle comprise entre les valeurs de x em- 
ployées dans, ces substitutions. 

3°. Si l'on prend sur la même courbe deux points 
placés du même côté par rapport à l'axe AB, il y aura 
toujours entre eu;x un nombre air d'intersections de 



(+) Cela est vrai dans ce cas , parce que l'expression dejr est sans 
dénominateur; mais si l'on avait,/* r= - , la succession des valeur* 

x ~-f> 1 , ar=o et ar=— 1, donnerai t jr—-+- a, y = — , ou infini, 

et y =— a. C'est ainsi que les branches de l'hyperbole considérée, 
entre ses asymptotes , sont liées entre elles (iao). 
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A LA GÉOMÉTRIE. 265 

la courbe et de cet axe : on en voit en effet deux entre 
E et /, quatre entre E et Y, ou entre X et L , etc. ; 
pii bien il n'y en aura aucune , ainsi que cela arrive 
entre P et J. Au contraire, il y aura certainement 
un nombre impair d'intersections, si les points que 
l'on considère sont placés de différents côtés , comme 
le sont X et E , X et /, X et Y , etp. E>e là résulte 
cette proposition analytique : entre deux valeurs dex % 
qui , par leur substitution dans l'équation proposée % 
donnent deux résultats de même signe , il ne peut y 
avoir qu'un nombre pair de racines réelles , et il y en 
aura un nombre impair, si ces résultQts sont de signes 
differens. , 

4°. Enfin il arrive quelquefois que par suite des re- 
lations que peuvent avoir entre eux lés coefficiens a , 
b , c,, d, e y fy etc. ; deux intersections consécutives , 
comme K et M, se rapprochant continuellement , 
viennent a se confondre , et la partie IKLMY de la 
courbe, prenant la forme du trait ponctué IL Y ', ne 
fait plus que toucher Taxe AB\ alors les deux racines 
représentées par AK et AM, deviennent égales entre 
elles et à l'abscisse AL'. On voit facilement que si 
l'équation proposée n'avait pas d'autres racines réelles, 
la courbe qui en dérive ne couperait son axe nulle part, 
et qu'on ne pourrait par conséquent faire changer de 
signe le premier membre de cette équation , par aucune 
substitution. Il n'en serait pas de même dans le cas où 
trois intersections se réuniraient : la courbe couperait 
au moins une fois l'axe , soit avant , soit après ; et pour 
s'en convaincre , il suffit de voir ce qui resterait de cette 
courbe si les trois points H, K et M, ou F, H et K, 
venaient à se confondre. En suivant ces considérations , 
on reconnaîtra que , par la réunion d'un nombre pair 
d'intersections , la courbe dérivée de l'équation pro-? 
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posée , peut se trouver tout entière d'un même côté cl* 
l'axe , mais que cette circonstance n'a jamais lieu lors- 
que le nombre des intersections confondues en une 
seule , est impair; et on conclura de là que, lorsqu'une 
équation n'a pour racines réelles qu'un nombre pair de 
racines égales, il est impossible d'en reconnaître l'exi- 
stence par aucune substitution. 

Souvent l'inspection d'un petit nombre de points de 
la courbe , suffit pour indiquer l'espace où elle s'ap- 
proche le plus de l'axe des abscisses; alors multipliaut 
dans cet espace le nombre des points déterminés , on 
parvient à s'assurer s'il y a un contact ou bien des înter- 
sections , et si par conséquent l'équation proposée a des 
racines rigoureusement égales , ou seulement peu diffé- 
rentes les unes des autres : dans ce cas , la construction 
, de la courbe sert autant à faciliter la résolution numé- 
rique qu'à en éclairer la marche. 
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APPENDICE 

Contenant les premiers Principes de 
l'Application de l'Algèbre aux Sur- 
faces courbes et aux Courbes à double 
courbure. 



i 
Observ. Je crois devoir prévenir les 
Lecteurs peu habitués à ce genre de consi- 
dérations , qu'ils trouveront dans le Complé- 
ment des Elémens de Géométrie, les notions 
préliminaires indispensables pour l'intelli- 
gence de ce qui va suivre. 



Equation du plan et de la ligne droite. 

17,5. Xja manière la plus commode de fixer la posi- 
tion d'un point quelconque M dans l'espace , fig. 73 , Fig. 7a. 
est de le projeter d'abord -sur un plan BAC donné de 
position, en abaissant sur ce plan la perpendiculaire 
MM f , et de rapporter ensuite la projection M', à deux 
axes AB et A C , perpendiculaires entre eux, par les 
coordonnées AP et PM \ Cela revient à rapporter le 
point lui-même, aux trois plans BAC, BAD et DAC, 
perpendiculaires entre eux; car les coordonnées AP 
et PM t > situées dans le plan BAC , représentent les 
distances MM" et MM n . du point proposé Af, aux deux 
autres plans DA C et BAD. Les droites AB, AC et AD % 
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suivant lesquelles les* plans coordonnés BAC , BAfr % 
PAC, se coupent deux à deux , sont les axes des coor- 
données ; et on les distingue entre elles par la lettre qu* 
marque la coordonnée qui leur est parallèle. Ainsi , en 
faisant AP=x, PM'=y, M'M—z, la ligne A3 
sera Taxe des x, la ligna AÇ % celui de&^.et la ligne 
AD, celui des.». 

Les plans coordonnés reçoivent eux-mêmes des. dé- 
nominations semblables. Le plan BAC s'appellera le 
plan des x et y , parce qu'il contient les coordonnée» 
x et y. La projection AT du point M , sur le plan 
#AD, étant rapportée aux deux axes AB et AD , 
par les coordonnées, AP :=;x et PM" ^=. M h M = z , 
ce plan sera désigné sous le non* de plan des x et z. 
Enfin la projection M" du point ifcf; sur le plan DAC, 
étant rapportée aux axes AC et AD, par les coordon- 
nées AÇ=sPAf ==y et QM m = M'M=z> ce plan 
sera désigné sous le nom de plan des.y et z.. 

Il faut observer-, i*ï que les coordonnées^ et z sont 
nulles en même temps pour tous les points de Taxe 
des x , AB-, qu'il en est de même de x et de z , relati- 
vement àTaxe des^% A€ , enfin de/x et de y, relative- 
ment à Taxe des z , A. ' 

,2°. Que pour tous les points du plan BAC, la coor- 
donnée z est nulle, et qu'elle a une valeur constante 
dans tous ceux d'un plan quelconque, parallèle è ce 
premier; en sorte que , 1' équation zs=x, lorsqu'elle 
est seule et qu'on n'a aucune autue détermination rela- 
tivement aux, deux coordonnées restantes x et y , doit 
être regardée comme désignant tous lçs points du plan 
mené parallèlement à BAC, à une. distance égale à c. 
On, verra de9même que y, est nulle pour tous les points 
du. .plan BAD , et que l'équation du plan qu'on mène- 
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irait parallèlement à ce premier, à une distance b , se* 
raity~b. 

Si Ton réunit ensemble les deux équations z — c et 
yz=zb, c'est-à-dire, si l'on suppose qu'elles aient lieu en 
même temps , elles désigneront une droite parallèle à 
Taxe des x , et menée par le point du plan des y et z , 
dont les coordonnées sont c et b ; car il est facile de 
voir que cette droite peut être regardée comme Tinter- 
section de deux plans respectivement parallèles aux 
plans BAC , B AD. 

Enfin , dans le plan DAC, la coordonnée x sera tou- 
jours nulle ; et x=a sera l'équation du plan mené paral- 
lèlement à ce premier, à une distance égale à a. Les trois 
équations a— c , y = b , x =±= a , étant réunies , ne 
peuvent plus appartenir qu'au point qui se trouve dans 
l'intersection des trois plans respectivement parallèles à 
chacun des plans coordonnés. 

176. Je vais examiner maintenant ce que signifierait 
une seule équation , entre deux des trois indétermi-" 
nées x , y et z\ et je prends pour exemple z = Ax. ' 
On voit d'abord (87) que cette équation appartient à 
une droite AN" ,Jig. 76, menée dans le plan des # W 7 3 4 
et z , BAD ; mais elle a encore un sens plus étendu ; ' 
car si l'on conçoit que la droite AN" se meuve paral- 
lèlement à elle-même le long de Taxe AC , des y , 
dans quelque position qu'elle s'arrête , l'ordonnée z , 
ou Mm y prise au point quelconque M! situé sur la' 
droite PSf , parallèle à AC , sera égale à l'ordonnée 
Pniy correspondante, dans le plan BAD, à l'abscisse 
AP = QM*. La droite AN", par le mouvement que 
je lui suppose , décrit le plan N"AC , passant par les 
droites AN U et AC \ on aura donc z=^Ax pour tous 
les points de ce plan* 
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On trouverait des conséquences analogues pour les 
autres plans coordonnés , en prenant des équations 
entre les indéterminées qu'ils contiennent ; mais il vaut 
mieux passer tout de suite à un cas plus général , et 
considérer l'équation z=Ax + By* 

En y faisant y — o t il viendra * = Ax % d'où l'oit 
conclura que la droite' AN" , qui se trouve com- 
prise dans cette dernière, renferme tous les points 
communs à la surface représentée par l'équation 
z sa Ax + By , et au plan coordonné BAD , sur 
lequel y est toujours nul , et que par conséquent cette 
droite AN" est l'intersection de ce plan , avec la sur- 
face proposée* 

Lorsqu'on fait x=o, on obtient z=By f équa- 
tion qui appartient à une droite AN" menée par l'o- 
rigine A > dans le plan DAC> et qui est l'intersection 
de ce plan, avec la surface représentée par l'équation 
%-=iAx*\-Byi 

Si maintenant on conçoit que la ligne AN* se 
meuve parallèlement à elle-même le long de AN" , 
elle décrira le plan N"AN* ; et quand elle sera parve- 
nue dans une position quelconque m*M t la portion Mm 
de l'ordonnée M' M sera égale et parallèle à Qm° : on 
aura par conséquent 

M M =Pm" + Qm m = Ax + By sa z j 

d'où il résulte quelle plan N~AN" f passant par les lignes 
AN 11 et AN*, dont les équations sont 

z=Ax, * = By, 
a lui-même pour équation 

z — Ax + By. 
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Si le plan proposé , au lieu de passer par l'origine A , 
se trouvait dans une position G m EG° y déterminée par 
les lignes EG", EG m , respectivement parallèles à AN* 
et à AN"> il serait parallèle à N"AN" ; et en prolon- 
geant l'ordonnée de celui-ci jusqu'à ce quelle ren- 
contrât le premier , on aurait 

ML == MM + M L = MM + AE : 

en nommant donc D la distance AE, et z l'ordonnée 
ML , il viendrait , d'après ce qui précède , 

zz=zAx + By + D. 

Telle est l'équation d'un plan mené dans une posi- 
tion quelconque : il est aisé de se convaincre qu'elle re- 
présente l'équation générale du premier degré à trois 
indéterminées ; car cette dernière ne peut être que de 
la forme 

«r + /8y + ys + ^=o, 

et en la divisant par y , elle rentrera dans la première , 
lorsqu'on aura posé 

—=A X —£ = B 9 — - = £>/ 
y y y 

On voit donc que le coefficient y n'ajoute riea à la 
généralité dei l'équation: je le conserverai néanmoins 
pour rendre les formules plus symétriques , et je repré- 
senterai l'équation d'un plan quelconque par 

<4x + By + Cz + D=:0i 

mais il faudra se rappeler que , dans tous les résultats , 
il y aura un des coefliciens qu'on pourra supposer 
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égal à l'unité , ou déterminer par des conditions par- 
ticulières {voyez à la fin de l'ouvrage, la note D) , 

177. En faisant successivement x, y et z nuls , dans 
l'équation de ce plan , on trouvera qu'il coupe celui des 
y et z dans une ligne dont l'équation est By+Cz+tD^o ; 
celui des x et z , dans une ligne dont l'équation est 
Ax 4- Cz -j- D = o , et enfin celui des x et y dans une 
ligne ayant pour équation Ax + By + D = o. 

L'étendue des plans étant indéfinie , il faut concevoir 
que le plan G"EG if soit prolongé derrière les plans 
coordonnés BAD, DAC\ il rencontrera alors le plan 
BAC, et passera dessous. Toutes ces circonstances 
peuvent se lire dans son équation , en observant que 
chacune des indéterminées x , y et z , doit être prisé 
positivement et négativement, et que si les parties AB > 
Ffc. 72. AC et AD , Jig. 73 , des axes des coordonnées 1 j ré- 
pondent aux valeurs positives de ces quantités , les 
parties opposées Ab, Ac et Ad, répondront aux va- 
leurs négatives. Cela peut se prouver immédiatement 
par le cours des lignes situées dans les plans BAC j 
BAt) et DAC' } on y parviendrait encore en trans- 
portant chacun de ces plans parallèlement à lui-même > 
de manière à rendre positives les ordonnées négatives 
qui lui sont perpendiculaires , et on raisonnerait alors 
comme on la fait à l'égard des lignes (76). 

Il suit de là que , par le moyen des signes dont lès 
coordonnées sont affectées , on peut, distinguer dans 
lequel des huit angles trièdres que les plans coordonnés 
forment autour du point A , tombe un point pro^ 
posé : il suffit pour cela de remarquer que lorsqu'on; 
prend : - - : - -' 
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H- x, 

"-^- X> 

— *> 

— X, 

— Xj 





ÂPPÉhbicfe. S^â 


+*> 


4- z, dans l'angle ÂBCÛ , on à 


+* 


— z^ dans l'angle ABCd % 


— y* 


-f- z y . dans l'angle ABDc i 


+ * 


+ z, dans l'angle ACDb , 


— ^ 


— z, dans l'angle ABcd -, 


— y> 


=£• z., dàn$ l'angle ADbc> 


*+* 


— z, dans l'angle ACbd % 


— j* 


— Z* dans l'angle ^fccd. 



178. Une ligne droite est donnée toutes les Fois qu'on 
connaît deux pians qui la. contiennent r et dont elle est 
alors r^^rsectipn , parce, que les coordonnée^ de ses 
joints sont- communes aux équations de ces plans* 
Soient Vfcnc 



les équations des plans donnés ; eh regardant les 
coordonnées x, ^ et- a, commet ayant la même va- 
leur dans ces deux équations, il n'en restera qu'une 
tp?on puisse prendre arbitrairement; et les deux autres 
calculées en Conséquence de la «première, feront con- 
naître la position des différens points de la droite pro- 
posée. 

Les équations (1) et (2) ne sont pas les seules qui 
puissent représenter là droite proposée ; car elle se 
trouve dans une infinité de plans différens : mais on 
choisit ordinairement parmi toutes les équations qu'elle 
pourrait avoir , celles qui ne renferment que deux des 
coordonnées- x ,y et z. 

En éliminant successivement x, y etz, entre les 
équations (i) et (a) , on obtiendra les troiâ suivantes s 

Trigonométrie. 7* édition. 18 
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(AB f — A'B)y—(CA' — CA)z + AU — AD^to t 
(BC — B'Q a — (AB' —A'B) X +BD' — B'D=,o, 
(CA'—CA)x--(BC—B'Ç)y+Ciy^Cp^Q, 

qui deviendront 

yy—fiz + Ko (3) , 

. az — ysc -f- t = o (4) > ~" 

fix—«y + £=:0. (5), 

en faisant , pour abréger, 

AB f — ABt^y i CA'-^CA^fi, BC — PCz^*, 
AD > —A'D=:},BD'—B'D = z > CU — CD = Ç. 

Deux quelconques de ces équations suffisent pour 
remplacer les équations (î) et (a), et comprennent 
implicitement la troisième. En effet, si l'on multiplie 
F équation (5) par «, l'équation (4) par £, l'équation (5) 
par y, et qu'on ajoute les produits , on trouvera 

résultat que la substitution des valeurs de * , £, y , & t 
t et Z > rendra identique , ou qui exprimera la condition 
que doivent remplir ces quantités , pour que les équa- 
tions (3) , (4) et (5) , étant données à priori, puissent 
appartenir à la même ligne droite* 

L'équation (3) qui renferme la relation que doivent 
avoir entre elles les coordonnées jr et z, pour tous les 
points de la droite proposée, appartient à l'ensemble 
des projections de ces points sur le plan deay et z , et 
est par conséquent l'équation de la , projection de la 
droite proposée , sur ce plan {Ccmpl. des Élém< de 
Céom. , 4)- On verra de même que l'équation (4) 
appartient à la profection de cette droite, sur le plan 
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Gës" x et z, et que l'équation (5) est celle dé sa 
projection sur le plan des x et y. Deux quelconques 
de ces projections étant données , la droite est entière- 
ment déterminée ; cela est évident par l'analyse pré- 
cédente , et parce que la droite proposée n'est autre 
que l*intersectiôn de deux quelconques des plans pro- 
jetans {Compl. 5) * plans dont l'équation est la même 
que celle de la projection sur laquelle ils sont éle- 
vés (176). 

179/ L'équation générale du plan ne renfermant qù0 
trois èfiefïiciens nécessaires , il suffit d'un pareil nombre 
de conditions pour la particulariser. J'indiquerai suc- 
cessivement celles de ces conditions qui se rencontrent 
le plus fréquemment , et je traiterai en même temps 
les questions analogues , relativement aux lignes 
droites. 

Lorsqu'il faut faire passer un plan par trois points * 
dont les coordonnées sont 

~S »/ ~' -*»" a," •'' ~S* -.• -** 

*> $ > z i * >y , * t * , y 9 Z , 

on met successivement 

x\ x n t x* t au lieti dé x\ 

j', ?>f» au lieu de ^, 

z\ z* 9 z m 9 au lieu de z % 

dans l'équation générale du plan , • 

Ax + By+Cz + D = o i 

et il vient lés trois équations suivantes : 

Ax' + By 4 + Cz' + D =î=ôj 

Ax" 4- By 11 + Cz"+ D = o , 

. Ax v +By" + Cz"+D=o, 

18,/ 
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À 

au moyen desquelles on détermine les quantités y? t 

B C 

— » t: i et on trouve 

D "~ xl^z*^z , '}-x\y'z»^z^±x\y'z'— y V) ' 

d - ^^v^v^v^Ay^ 4 ') • 

£ -1 y f (g*— x»)— y" (x' — Q -f-y (x'_ x') 

d ~ x> (y 1 v— y m zr)—x v«r— /«'H-* ~(y'*"-y"*'ï 

Il est aisé de voir que sij'on voulait déterminer les 
équations des projections d'une droite qui passe par- 
deux points donnés , on y parviendrait d'une manière 
analogue , en substituant les coordonnées de ces points 
dans les équations générales x= az +* i, y = bz + fi ; 
et on trouverait ainsi 

x-* , =^E?(«-A^-y=é$(*-* / ) (88). 

180. Pour reconnaître quand deux lignes données 
sont dans un même plan , ou , ce qui revient au même , 
se coupent , il faut s'assurer si les indéterminées x, y, 
et z peuvent être communes aux quatre équations des 
projections de ces droites (Compl. 19) ; or il est évident 
qu'en éliminant x , y et 2 , il restera une équation qui 
exprimera la condition sans laquelle les équations des 
droites proposées ne sauraient avoir lieu pour le même 
point. Soient 

x = az + # 1 x r= a'z -j- «' 1 

y=bz + fi i 9 y = b'z + fi' r 

les équations de ces droites ; on en tirera sur - le- 
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champ 

az + « = a'z+*, bz + fi = b'z + & f 

et éliminant z , il viendra 

(,'_,) (i'-.fc) _ tf—fi (a ' - a) = o. 

181 . Deux plans qui sont parallèles ont leurs com- 
munes sections , avec chaque plan coordonné , respec- 
tivement parallèles entre elles {CompL i5) ; mais si 

jix+By+Cz+D = o , A'x+B'y+Cz+D'=z o y 

représentent les équations de ces deux plans , leurs com- 
munes sections respectives avec les plans des x et z, et 
des^y et z, auront pour équations 

Jx+Cz + D — o, A'x+Cz+ir=:o, 

By + Cz+D=:o, S'y + Cz + D' = o, 

et ne seront parallèles deux à deux que lorsqu'on aura 

Tirant de ces dernières les valeurs de A r et de B\ on 
obtiendra pour l'équation du plan parallèle au premier^ 

U reste ZX à déterminer dans ce* résultat; or en suppo- 
sant que le plan cherché doive passer par un point dont 
les coordonnées soient x , y', z', on aura 

£(Ax' + By' + Cz') + iy=o; " 
retranchant cette équation de la précédente , Df diapa- 
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c 

raître, et divisant alors p^r ^ x il viendra 

4(x — x') + B{y-y')-ÏC<z — #=o v 

Il est à propos de remarquer qu'en regardant 4> B> A 
comme des quantités quelconques , l'équation ci-dessus, 
sera commune à tous les plans, qui passent par le point 
proposé. 

Puisque deux droites sont parallèles lorsque leurs 
projections , sur chacun des plans coordonnés , sont resr 
pectivement parallèles (Compl. 20), leurs équations, 
seront, dans ce cas, de la forme 



; + «t 1 x = az + * \ 



x = az + et \ x = az + * 

yzrzbZ' 



Si la seconde doit passer par le point dont les coor* 
données sont a/, y et z% on aura, pour déterminer 
et' et ff r les équations 

x' = az'+*f\ç\ yzshf + f, 

dont on tirera, en opérant comme tout-à-l'heure* 

x — x' = a (z — z') , y — y* = b {z -r-z'). 

182. Pour trouver l'équation d'un plan perpendicu-=i 
Jaire à une droite donnée , il faut se rappeler ffiie les 
communes sections de ce plan , avec chacun des plans, 
coordonnés , sont perpendiculaires aux; projections de 
fa droite donnée (Compl- 32). Soient 
1 
x = az + *, yz=zbz + p, 

Jea équations de cette droite , et 
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celle du plan cherché; les communes sections' de ce 
dernier , sur le plan des x et s, et des y et z , seront re- 
présentées par 

Ax + C&J+Drro ou x = — -7- — — > 

./X ^x 

» 1 r> 1 ^ Cz D 

By+Cz + D = o ou j, = ____; 

et pour que ces droites soient perpendiculaires aux pro- 
jections de la droite donnée, il faudra qu'on ait 

A L B , N 

Substituant les valeurs de A et de B , tirées de ces 
équations, dans celle du plan cherché, on aura 

C{ax+by + z)+D = o; 

et si ce plan doit passer par le point dont les coordon- 
nées sont x\ y et s', son équation deviendra 

a(o:— aO + 6 (y— jO + *—-*' = o. 

Si l'équation du plan était donnée , et qu'on deman- 
dât celle de la droite qui lui est perpendiculaire , il ' 
faudrait alors remplacer a et b par les valeurs indi- 
quées cinlessus *, il viendrait 

x ~ *'=<*&—*')> y— y=ç<fi— *')> 

pour les équations de la droite perpendiculaire au plan 
représenté par Ax + By + Cz •+• D = o , et assujettie 
à passer par le point dont les coordonnées sont x\ y*, 
et z'. 

1 83, La distance entre l'originel et le ^ointM,JlgJ^2 t Fig. 7* 
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dont les coordonnées sont x x y et z f a pour exprès* 



Vjp*+PW + MM*=\/x % +y*+z*{CGmpl. a4), 

1 •' ' 

Celle de deux points quelconques M et ro, s'obtient 

en prenant PO-=zpm y M'N-=m£m, et en considé- 
rant les triangles m'OM' et mNM, rectangles l'un en. 
O, l'autre en N \ il en résulte 

mais en désignant par x', j/, &'^ les coordonnées du, 
point m, il vient 

et observant que mFf= mtM> on trouve 

i84« Ceci mène à l'équation de la sphère, puisque 
tous les points de sa surface devant être également 
éloignés de son centre , si Ton suppose d'abord qu'il soit 
à l'origine et que le rayon soit r % on aura dans tous, 
ces points. , 

**+.y a + ** = *■; 

et si les coordonnées du centre sont x',jy*, &', il viendra 

(x_ x ')*+ Xy-r-y'Y + (z-z'y= T \ 

i85. Ce qui précède fait trouver d'une manière très 
simple l'expression du cosinus de l'angle compris entre 
{leux droites, données. Soient 

x — x' '■ = a {z — z') \ 4C w x' = a' (z — z ) 1 



Digitized by 



Google ' 



APPENDICE. 28l 

les équations des projections de ces droites, qui se cou- 
pent au point dont les coordonnées sont a/, y' et z' $ 
si l'on imagine qu'elles se meuvent parallèlement à elles* 
mêmes , jusqu'à ce que leur point d'intersection soit 
à l'origine , leur angle ne changera pas , et les équation» 
ci-dessus se réduiront à 



x 



= ûzl x==a'z\ 

=:bzi' y = b'zï 



Si Ton conçoit ensuite une sphère qui ait son centre 
à l'origine , et dont le rayon soit représenté par r , 
la distance des points où sa surface coupera chacun 
des côtés de l'angle cherché , sera évidemment la corde 
de cet angle. On trouvera les coordonnées du point de 
rencontre de la première droite avec la surfece de la 
sphère ; en déterminant x , y et * , par lés équations 
de cette droite, et par celle de h sphère; tm aura 
ainsi 

j*r_ br r 

nommant x\ y et z ; les coordonnées d« point tlè 
rencontre de la seconde droite avec la surface <lè 1* 
sphère, on aura de même 

. a't ,_ Vr ,_ | r 

L'expression du quàrré de la distance de ce point au 
précédent , sera (x —x*)* + (y —y')* + {z — z') % ; 
et en y mettant pour a? — x' y y-^y', z->—z\ leurs va-, 
leurs, on trouvera , après les réductions , 
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Mais en nommant V l'angle cherché , sa corde sera 

l/a/î a — aRcoir (i3), 
R désignant le rayon ; et faisant ce rayon = i, on aura 
pour le quarré de la corde 22 (1 — cos V) ; puis com- 
parant avec l'expression trouvée ci-dessus,. dans lar 
quelle on fera aussi r= i , il viendra 

co*^= i + aar+btr 

t/(i + a* + b*)(i + o! % + y*)* 
11 sera facile de déduire de là 

8in r = ^(^-^y+c^-^+cjf^r 

|/(i+a*+4»)(i+à-+y-) 

Pour que les deux droites proposées soient perpen- 
diculaire» , il faudra qu'on ait cos F"=o , et par con- 
séquent 1 -|-aa / ' + bV ==: o» 

186. C'est ici le lieu déparier des relations qui exis- 
tent entre les angles que fait une droite quelconque 
avec les axes des coordonnées , parce qu'on les a intro- 
duites avec beaucoup de succès dans la Mécanique , et 
qu'elles donnent plus de symétrie aux équations de cette 
droite. 

Pour y parvenir par le moyen des expressions du 
n a précédent , je suppose que la seconde droite don- 
née soit l'un des axes , celui des x , par exemple : 
dans ce cas , on aura y = o , quel que soit x ; ainsi 
V = o* Observant ensuite que , d'après l'équation 
x=za'z, t a! désigne la tangente de l'angle que fait 
avec l'axe des z (86) la projection de la ligne dont 
il s'agit , angle qui* est droit quand cette ligne coïn- 
cide avec l'axe des x, on verra que a' est infini (24). 
La supposition de V = o réduit d'abord l'expression, 
de cos Vk 
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1+aa' 



t/(i+a»+6*)(i + a' a ) 



; 



et en divisant ses deux termes par </, on lui donnera 
la forme 



;7+<* 



y, ■■■■■ ' 

VO+ a '+ i *)(^+ i ) 

puis en y faisant d' infini , elle deviendra 

a 

- , - ■ 

Telle est l'expression du cosinus de l'angle que la pre- 
mière droite donnée fait avec l'axe des x. 

On trouvera de même pour l'axe dés y , par rapport 
auquel a' = o, et V est infini , 



\/ 1 +a*+b % 



Pour l'axe des *, par rapport auquel a*=o et 
£ e = o, on obtiendra 



En désignant respectivement par * , £, y, les trois. 
Ongles dont je viens d'indiquer les cosinus , on aura 

n a .__ b 

cos y = =,.« 
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Si l'onquarre ces trois équations et qu'on les ajoute x 
îl viendra 

COS**-f COS^-f* COS y* =s | ga g; = 1, 

comme on l'a remarqué dans le n° 5g du Comptent*, 
des Élém. de Géom. 

187. L'expression de cos y donnant' 

r ■ Cos y 

si Ton substitue cette valeur dans celles de cos « et 
de cos /S, on en tirera 

_ cos «t . «os £ 

cos y ' ~ cos y ' 

et les équations de la première droite donnée deviendront 

(x — x'} cos y = (s — s/) cos *, 
Çy ■<— y ) cos y = (fi — • *') cos /a. 

Si Ton substitue les valeurs de a et de h dans ré- 
quation du plan perpendiculaire à cette droite, savoir * 
dans 

a(*~ a;')+£(y— /)-+-* — z ' =0 (182), 
on obtiendra ce résultat très symétrique , 
(x— x f )cos*-f.(^-»-y)cds/8-f-(z-*-t / )cosy=o. 

Enfin si Ton désigne par J , /?, y' ; les angles qu'une 
seconde droite fait aVeç le* axes des coordonnées, ce 
qui donnera 

, ^_ costtT ,, _ cos ff 

fcosy" *~~ cos y' * 
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l'expression qui désigne le cosinus de l'angle que 
cette seconde droite fait avec la première (i85) > se 
changera en 

COS V— COS « C06 * + C05 fiCOS & <+• COS y COS y, 

si l'on fait attention que 

co3a*+ÇOS^'4-cosy*= i , cos/^çosjô^+çosy'* == i • | 

188. L'utilité de ces formules peut faire désirer de 
les obtenir immédiatement; ce qui est facile par les 
considérations géométriques. 

i<*. En supposant que la droite donnée soit trans- 
portée parallèlement à elle-même, £ 'l'origine des coor- 
données , et représentée \>ax>AM f fig. 74, ou observera Fig. 74 
que le triangle APM est rectangle en P , puisque le 
'plan M'PM 1 ' est perpendiculaire à l'axe AB % et on en 
conclura 

PAM— ^ P — _ x = a 

T,AM 1/xt+yKj.z* i/î+^P* ' 

en mettant pour AM ", \Zj? if- y* + a* (i83) et pour 
a; et^ leurs valeurs ça et bz. . 
On trouverait de même 

C08 QAM=4&= —- Z r a J^ t 

cos RAM= --— = 



Ainsi on parviendrait sur-le-champ , par ce moyen j à 
la relation 



cos PAM + cos QAM + coà RAM ss 1 * 
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a*. Le triangle APM donne AP±=A3t ZvsPAMi 
on aurait. de même. AR*=± AMco»RAM; et comme 
AR=PM" 9 il viendrait 

^P ^co$ PAM\ -\t \ £ _ cos <£ 
PM U ~ cos RAM ' ° U ï ~ cos y .! 

en représentant par *. et y les angles .que la droite 
^A/ fait avec l'axé des x et celui des z» On aurait de 
même 

^__coM 
z cos y ' 

£ désignant l'angle compris entre là droite proposée et 

Ti'axedes^y. 

3°. Enfin on indique quelquefois une droite par 
1 angle MAM r qu'elle fait avec sa protection sur* le 
plan des x et y, et par l'angle M'APque fait cette pro-* 
jection avec Taxe des x. Soit û le premier angle , et f 
le second ; on aura 

MM'—iAM sinMAAf, ou z = AM sinfl, 
AM'z=AMcoaMAM', ou ^M'=^Mcosfl, 
PAT' = ^M'sin JH* ^P , ou yz=zAM cosb sin?, 
AP z=iAM cos M'AP , on x=AM cos 8 cos f. 

Si l'on rapproche ces dernières expressions de x , de 
y et de * , de celles qui résultent des équations 

x ^ cos« y cos g 

% cos y ' z cos y ' 

en faisant attention que y, désignant l'angle RAM, est 
le complément de MA M* ou de 8 , il viendra 

cosy=sin8, cos£=cos8sin$, cos * = cos 8 cos f. 

En quarrant ces dernières équations et les ajoutant, on 
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*err ôùverait encore comme ci-dessus , 

cos y* -f- cos fi>* + C08 ** =t 1 . 

Je terminerai cet article en faisant remarquer que 
toutes ces relations .rentrent dans des résolutions de 
triangles sphériques rectangles (58). : 

. 189. Le -cosinus de l'angle que deux plans quelcon- 
ques font entre eux, se déduit immédiatement' du 
n° i85; car cet angle est égal à celui que font deux 
droites , menées perpendiculairement à chacun des 
plans proposés , par un point quelconque de leur 
commune section (Cotnplém,$). Ces plans étant re* 
présentés par les équations 

Ax+By+Cz+D=o, A , x+B'y+Cz+& = o, 

si l'on conçoit qu'ils se meuvent parallèlement à eux- 
mêmes , jusqu'à ce qu'ils soient parvenus à l'origine des 
coordonnées, leur angle ne changera pas , et leurs équa- 
tions se réduiront à 

Ax + By + Cz=o, A f x + B f y+Cz=zo; 

celles des droites qu'on mènera perpendiculairement à 
chacun d'eux , par ce point, seront (18a) 

A A' 

X== C Z > , X ~C Z > ► 

B B f 

y=c z > y=? z: 

substituant donc dans l'expression de cos V % au lieu de 
a et b y de a! et b\ les valeurs que donnent ces équa- 
tions , il viendra 

AA' + Bff + CC 



cos/^rr 



V/(^ a + B*+ C) (,4' a + # a + C*Y 
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Si l'un des plans proposés , le second , £ar ëxeifôplê * 
était celui des x et y , pour lequel on a toujours 
a=o , il est ^vident que Âr «u> ff deviendraient nuls 
dans cette supposition , et que cos ^se réduirait à 

C 

}/4 % + B % + C ,: 

On trouvera de même que le cosinus de l'angle formé 
par le premier plan proposé , avec celui des x et * > 
pour lequel (ma. y *eo, A! -=±ç> et C='o/8èK& 
B •■■■•.- 



et que le cosinus d4 l'angle du même plan avec celui 
des^y eta, pour lequel x ;= o , jÔ'=;o, <?=^=.o, sera 

" A " ' .. . 

y/ A^ + B^+Q 1 

t)ans le cas où les deux plans- proposes seraient per- 
pendiculaires entre eux , on aurait oos^œo, et par 
conséquent AA' + BB' + ÛC == o. 

Z?e$ ^utfiices. du second degr& 

190. Les surfaces , de même que les lignes , se 
divisent en ordres , suivant le degré de leurs équations»' 
Le plan est la surface du premier ordre , parce (Jue 
son équation ne monte qu'au premkr jdegré. Les sur- 
faces du second oidre sont toutes comprises dans 
l'équation 

Ax* + By* + Ctf+aDxy + o£xz + *Fyz ) — f 
+ *Gx + 2Hy+2tCz ]—^i 

la plus générale qu'on puisse former dans le second 
degré , avec les trois indéterminées x , y et s* 
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En résolvant cette équation par rapport à l'une de 
ces lettres , par rapport a z , par exemple » on trouvera 

' Ex+Fy + fC ^ 



±V{(K*+CL)+2(EK--CG)x+2{FK—CH)y 
+ (E*—AC)x*+z(EF—CD)xy+{F*--BC)y}. 

Ce résultat fait voir qu'au même point du plan des x 
et y, répondent deux points sur la surface proposée , 
et que par conséquent chacune des valeurs de z produit , 
par là substitution de toutes les valeurs possibles de x 
et dey, une portion de surface qui est , par rapport à 
la surface totale , ce que sont lés branches d'une courbe 
à L'égard de cette courbe : on donne à ces portions le 
nom de Nappes. 

On remarquera d'abord que là partie rationnelle de 
la valeur de z exprime l'ordonnée d'un plan tel , que 
si Ton en faisait partir les ordonnées de la surface , en 
posant 

, Ex + F y + K 

*+ — -t—= u > 

l'indéterminée u aurait deux valeurs égales , Tune po- 
sitive et l'autre négative ; le plan dont il s'agit est donc 
à Tégard des surfaces du second degré , ce qu'est un 
diamètre par rapport aux courbes de ce degré. 

On se ferait difficilement l'idée de la forme que 
doit affecter une surface dont on a l'équation, si 
l'on n'en considérait que des points isolés ; mais au 
lieu de cela , on imagine une infinité de sections 
faites dans cette surface par des plans , que pour plus 
de «implicite l'on prend parallèles à l'un des plans coor- 
TKgonomélriè. 7* édition. 19 
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donnés : le cours de ce» diverses courbes étant connu , 

leur continuité rend sensible la forme de la surface 

proposée. 

Tous les points d'un plan mené parallèlement à 
celui des x et y , à une distance désignée par a , étant 
compris dans l'équation z = a , si Ton substitue cette 
valeur dans l'équation générale des surfaces du second 
degré, le. résultat , 

exprimera la relation qu'ont entre elles les coordon- 
nées du plan des a> et y, pour les points de la sur- 
face proposée y distans de ce plan de la quantité a , 
et appartiendra donc sur le plan des x et y , à I4 
projection de la courbe dans laquelle le plan dont 
l'équation estz^=,a f rencontre la surface du second 
degré ; et comme ce plan est parallèle à celui des x 
et y y il est évident que la section faite dans la surface 
même ne différera pas de sa projection sur le plan dont 
il s'agit. 

En prenant pour a diverses valeurs, on aura diverses 
sections parallèles au plan dès x ety ; si l'on fait a=o, 
l'équation résultante 



Jx*+ By % + aDxy 1 

+ zGx+nHy J ~ ' 



QGx+zHy 

donnera la courbe du second degré , dans laquelle la 
surface rencontre ce plan. On déterminerait de la même 
manière les équations des sections parallèles au plan des 
x et z et à celui des y et z. 

On conçoit facilement, et on en a d'ailleurs vu 
l'exemple sur la sphère (184) , que les surfaces , sui- 
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vant qu'elles sont placées cftme manière plus ou moins 
symétrique par rapport aux axes des coordonnées , ont 
des équations plu* ou moins simples, et que par 
conséquent pour analyser les différentes espèces de 
surfaces, que peut représenter l'équation générale 
de celles du second degré > il faut d'abord la débar- 
rasser des termes qui ne dépendent que de la situation 
particulière des axes des coordonnées , ce qui peut se 
faire y soitTen discutant le radical, d'une manière ana- 
logue à celle qu'on a suivie pour les lignés du second 
degré, dans les n°*j*ï — 130, soit en construisant 
des formules générales pour la transformation des 
coordonnées dans l'espace , et en employant , corama 
dans les n ot 1 25 — 1 27 , tes quantités relatives à la po- 
sition des axes , à simplifier autant qu'il est possible 
l'équation générale. On peut consulter pour ces détails; 
qui sortant -entièrement dès Élémens, le premier vo* 
lume dé mon Traité du Calcul différentiel et du Calcul 
intégral. k 

191. Je ferai remarquer seulement qu'on peut ti- 
rer du n° i85 r l'équation du .cône droit placé dans 
une situation quelconque par rapport aux plans coor- 
donnés. 

En effet , le cône droit étant engendré par le mou- 
vement d'une droite assujettie à tourner autour d'une 
autre , en faisant avec elle un angle constant , si l'on 
désigne par *, £> y, les coordonnées du sommet, 
qu'on prenne. pour la droite fixe ou l'axe du- cône vit» 
équations ' ' " • 

pour la droite mobile ou le côté du cône, les équations 

19.. 
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a?— ,A~ft(z— y), 
j-^A'C*— y), 

le cosinus de l'angle de ces droites sera 
i+aa' + bb' 



i/O + «* + * a ) (i .+ a" + *")' 
comme il doit être constant /on lé représentera par c f 
puis on observera que a , & , appartenant à l'axe du 
cône , désignent des quantités connues , et que 



« — y • . * — r •,,, 

En substituant ces valeurs , on formera l'équation , 

qui se réduit facilement à » 

en faisant, pour abréger , l/i + #*+ ** = m. 



(*) Il est aisé de vqir que si Ton faisait 2= o , dans cette équation , 
le résultat , qui appartiendrait à la section du cône par le plan des* 
eiïy, prendrait la forme de J 'équation générale du second degré à 
deux inconnues, et qu'on pourrait par ce moyen montrer algébri- 
quement Tidentité des courbes du second degré avec les sections 
faites dans nn cône droit par un plan ; mais cette voie serait beau- 
coup pins compliquée et moins générale que cette qu'on a suivie dans . 
les num. i53 — 156 , puisqu'on y. a -considéré un cône quelconque. 
D'ailleurs , le calcul pour un cône oblique a base circulaire, se trouve 
àzjisYAppcndix de superficiebus, placé à la f}n du second volume de 
Tînttoductiù in analfsin infinitàrum d'Euler, imprimée en 1743. 
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Si l'on place le sommet à, l'origine dès coordonnées t 
oa aura 

.."■'< #.='6, £ = q, y=ao, • 

et :.•'.' - ^v 1,; 

<fcg + fey '+ z _ 

Si Ton fait coïncider l'axe du cône avec l'axe des z , 
il vient a=o, b = o, m = 1 , puisqu'on a sur cet axe , 
y = 0, x=o, quel que soit z, et l'équation ci-dessus 
se réduit à . -, 

, . g ■ , . , 

de laquelle on tire, par l'élévation au quarré f 
z % (1 — c a j s= c? (x* 4-y). 

En faisant dans cette équation *= n., elle devient i! ' 

♦' 

équation qui ^pp^rtient à un cercle dont le cçntFA.&g 

dans l'axe des*», et donUe. 133300 est — • Il suit 

o 

de là que toutes les sections faites par un plan paral- 
lèle à celui des x et y , dans . le cône proposé , sont 
des cercles , ce qui est d'ailleurs évident par la nature 
de ce cône. 

On tiré de l'équation^ ci-dessus, 

il est facile de voir que \/i~c* est le sinus de l'angle 
que fait le côté du cône avec l'axt des z> tt que pas 
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Conséquent y — — — est la cotângente de cet angle , 

ou la tangente (Je celui que la même droite fait avec le 
plan des x et y* 

Si l'on roulait que le sommet du cône fut à un point 
quelconque de l'axe des z, cet axe coïncidant toujours 
avec celui du cône , on aurait 

En faisant z = o, on obtiendra l'équation de la 
courbe suivant laquelle le cône rencontre le plan 
des x et y , et qu'on peut regarder comme la base. 
Cette équation sera 



ou 

«lie appartient à un cercle tfont lé tkytin est « 

Si Ton représente par r ce rîayon > on aura 



l'équation 



se* changeant alors en 
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et c 



= -7==^+^ 



peut être mise sous la forme 

dans le cas où c=.i -, elle se réduit à 

19a. Cette dernière équation , qui ne eonttent pïtrs 
que deux des trois coordonnées , appartient héànmoms 
.à la surface cylindrique dans laquelle se transforme 
le cône lorsque son sommet s'éloigne à Hn&irî * •*$£ fc 
désignant le cosinus de l'angle formé par la droite 
génératrice du cône et son fcxe, l'hypothèse de c = 1 , 
rend cet angle nul et établit le parallélisme des deux 
droites dont il s'agît. La première en tournant autour 
dé la' secondé , décrit dond la surface d'un cyljncfce 
droit, perpendiculaire au plan des x et y 9 et ayant 
pour base , sur ce plan , le cercle dont le rayon 
est r, et dont le. centre eat à l'origine des coor- 
données. 

Ceci' conduit à remarquer qu^une équation quej- 
'Coriqué qtfi né 'contient que deux des trois coordonnées, 
et qui ne désigne qu'une courbe snr le plan de ces coor- 
données, "appartient, dans. l'espace , à une surface', 
puisque fa Cdûfdônriéé qui n'entre point dans cette équa- 
tion, se trouvant indépendante des deux autres., ? une 
infinité de valeurs pour chaque point du plan cité ; et 
ces valeurs répondent à tous les poinUL de la droite 
élevée perpendiculairement au plan coordonné par le 
point que Ton y considéré. " 

L'ensemble de toutes les droites élevées ainsi sur 
chaque point àV la cettébt, -constitue une surface cylin- 
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dnque , en prenant cette dénomination dans toute l'é- 
tendue qu'on lui assigne dans le Complément des Êlé- 
mens de Géométrie. 

Des courbes considérées dans l'espace. 

io3. Lorsqu'on envisage les courbes dans l'espace , 
elles résultent toujours de l'intersection de deux sur- 
faces , de même que la ligne droite résulte de la ren- 
contre de deux plans (178). On peut, par exemple , 
indiquer un cercle, en donnant la sphère dont il 
fait partie et le plan qui la rencontre. En suppo- 
sant «que la sphère ait son centre à l'origine des coor- 
données , et que le plan soit quelconque , le système 
des équations 

x'+^ + a^r* (■)• 
Ax+By + Cz^zD (a) , 

appartiendra au cercle suivant lequel se rencontrent la 
sphère et le plan proposé , puisque ce système ne con- 
viendra qu'aux points qui se trouvent en même temps 
sur fune et l'autre surface. 

Il est visible qu'on peut transformer le système 
des équations (1) et (a) en une infinité d'autres qui 
soient équivalens ; mais le plus souvent on élimine al- 
ternativement une des trois indéterminées x, y, ou &, 
et l'on obtient , entre ces quantités combinée» deux 
à deux , trois équations qui appartiennent aux projec- 
tions de la courbe cherchée, sur chacun des plans 
coordonnés. 

Dans l'exemple ci-dessus , on a 



•+y+(- 
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deux <juelconques de ces équations donnent la troi- 
sième : elles appartiennent (ia8) à des ellipses qui 
«ont les projections du cercle , sur chacun des plans 
coordonnés (CompL 63). 

Pour concevoir nettement de quelle manière une 
courbe ,est représentée par les équations de ses projec- 
tions, il faut considérer que ces équations apparu 
tiennent à des surfaces cylindriques élevées perpen- 
diculairement sur les projections (19a) , de mêtae que 
les équations des projections (Tune droite désignent 
aussi ses plans projetans. 

^ H suit de là, que la courbe proposée résulte de 
l'intersection des surfaces cylindriques^élevées sur deux 
de ses projections (Compl. 77). 

194. Dans le plus grand nombre de cas , l'inter- 
jection de deux, surfaces courbes né saurait avoir 
tous ses points dans un même plan, et forme alors 
une courbe à double courbure; telle est , par exemple, 
l'intersection d'une sphère et d'un cylindre droit , 
lorsque l'axe du cylindre ne passe pas par le centre de 
la sphère/ f 

Si l'on supposé que la sphère ait son centre à l'ori- 
gine, et que l'axe du cylindre étant parallèle à celui 
des z y sa base , sur le plan des x et y , soit un cercle 
passant par l'origine et ayant pour diamètre l'axe des 
x, les équations des surfaces contenant la courbe 
proposée, seront 

*■+*•+> = * 

et l'en aura pour les projections en x et y , ea x et *, 

flax— a^nsy*, 
zax •+• * a =3 r a . 
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Le centre de la sphère je trouvant sur la surface dit 
cylindre , la courbe proposée pourrait se décrire «a 
fixant une pointe de compas sur cette sarfaoe , et 
faisant tourner l'autre sur la même surface , avec une 
ouverture égale au rayon de la sphère (CompL 77). 

Pour en trouver tant de points qu'on voudra , il faut 
déterminer les coordonnées y et 4 au moyen, de 
l'abscisse «r, par le» équations de» projections , qui 
donnent ,.,...-. 

On reconnaît l'étendue de la courbe proposée en 
assignant les cas dans lesquels ces coordonnées devien- 
nent imaginaires ; or, on ne trouve de valeurs réelles 
pour y que depuis x = o jusqu'à x = 2<z, et pour z, 

♦ r* 

depuis x = jusqu'à .x= — , .du côté positif, et de- 
puis x = o jusqu'à l'infini , du côté négatif ; mais il est 
évident qu'il ne faut prendre que la partie de l'abscisse 
x, commune aux deux projections, puisqu'il suffit 
qu'une des coordonnées devienne imaginaire ppur que 
la courbe ait atteint sa limite : elle ne s'étendra donc 
que depuis x = o, jusqu'à ce que x égale la plus petite 

des quantités aa et ^* 

La considération des projections elles-mêmes con- 
firme ce résultat. L'équation enxety appartenant au 
Fig. 75. cercle AE f F , ^,Jig. 75 , qui sert de base au cylindre , 
et celle qui renferme x et z, appartenant à la pa- 
rabole HTli", dont le paramétrera im , et la distance 

Aï = — , il est évident qu'on ne peut employer à 

4 la description de la courbe proposée que les portions 
E'Ae' et J5PTA", qui correspondent à la partie AI' de 
l'axe AB. 
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i()5* Enfin, pour s'a9surer ânalytiqueraent que 1* 
courbe proposée n'est pas planje, il faut chercher ai elle 
fia peut être l'intersection d'aucun plan , avec l'un des 
cylindres éleyés sur ses projections* En désignant par 

l'équation d'un plan quelconque , son intersection avec 
le cylindre élevé sur la parabole iT/'A", sera reprisen? 
tée par les équations 

Ax + By -f-€c -=£&, 

Ja projection de cette intersection , qui aura pour équa- 
tion sur le plan des y et z 9 , , 

devra coïncider dans tous ses points , avec celle de la 
courbe proposée, sur le même plan des y et z, et 
dont l'équation est 

or on tire de la précédente, 

_ aaD — Ar* — aaCz + Az* 

il faudra donc que pour toutes les valeurs de z , on ait 

/ zaD — Ar*— oaCz + ^s a y__ a (r fl — z*)* 

\ na'B j -^~ z TflT * 

En développant ce résultat, on lui fera prendre la 
forme 

Pz* + Qz $ +Rz* + Sz+T=zo, 
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les lettres P, Q,R,Set T, désignant le» coeffieiens 
formés des quantités A> B f C , D ; et pour que cette 
équation soit vérifiée indépendamment de*, il faudra 
qu'on ait séparément 

P = o, Q = o, Rcao, S = o, r=«o. 

On s'assurera par l'élimination , qu'aucune de ces cinq 
équations ne rentre dans les autres , et que par con- 
séquent on ne peut déterminer les quatre coefficiens 
A, B , C , D , de manière à satisfaire à toutes en même 
temps : il n'y a donc aucun plan qui puisse comprendre 
la courbe proposée ; et si l'on voulait déterminer z par 
l'équation ci-dessus , on ne pourrait avoir au plus que 
quatre valeurs , en sorte que la courbe proposée ne peut 
être coupée par un plan , en pins de quatre pointa» 
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1 I - i " ■■ ■ . i 

NOTE À indiquée au bas de la page 10. 

Dans le tome XI des Annales de Mathématiques pures et ap-f j 

pliquées , M. Gergonne a inséré (a la page 323) le procédé suivant, 
donné par M. Sarrus , pour parvenir, presque sans construction v 
aux expressions de sin (<z di 6) et de cos (a -±. b), qui , jointes a la re- 
lation sin«» -f-cosa* = it* (10), sont le fondement de toute la 
théorie des lignes trigonométriques. 

Soient denx arcs quelconques AM= a , AN-=. b , fig, 76 , et Fig. 7C, 
qu'on tire la corde de Tare JVOM~ a — b, on aura par le triangle 
JSMG , rectangle en G , 

S5KW:JirG+ifGl=(CÇ- CP)» +(PJ»f — iVÇ)« ? 

ce qu'on peut écrire ainsi : 

[corde (« — b)] * = (cos 6 — cos *)• <+. («n a — sin b)* (A). 

Prenant le rayon égal à l'unité, ce qui donne 

sina*-f-cosa*:= 1, sin A* -J- cos b* =s 1 , 

et développant , il viendra 

[corde (a— £)] * = 2 — 9 cos a cos b — » a sin a sin A. 

Quand on fait^=o, il en résulte 

(cordea)* = 2 — acosa, 

formule qu'on peut appliquer à un arc quelconque. 
On a donc aussi 

[corde (a — b}} » s= a -» 2 cos (a — £). 

Gela posé, t*. eu égalant cette dernière expression .V la première, 
divisant l'équation par 2, et changeant les signes, on obtient 

cos (a — fc) ss cos a cos 6 -f. sin a sin b (I). 

9°. En changeant b en « — » 6 , il vient l'équation 

cos b = cos a cos (a — à) H- sin a sin (a— £), 

qni, par la substitution de la valeur de cos (a — *) tirée de Téqna- 
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tioA* {à) y "ttoniic * # . ~" 

cos b == cos a» cos £-f* co*<* •» « «n £ -Mîn a sin (« — b). 

Remplaçant ici cos a* par sa valeur i — sin a', réduisant et tirant la 
pâleur de sin («—&), on trouve 

sin (a^ — b) = sin a cos 6 — sin b cos a (II ). 

3°. Enfin, changeant acn a + b dans les équations (I) et (U) , on 
parvient aux suivantes: 

cosa~cos(a + b)co5b + sm(*-hb)&\nb t 
sin a t= sin (a 4- &) cos 6 — sin £ cos («4-6)» 

qui , par l'élimination , donnent successivement les valeurs de 
cos (a ■+-£) et de sin (a-hb) conformes & l'énoncé du n° n. 

L'auteur de ce procède se borne à ce qu'on vient de lire, parce 
qu'il s'appuie sur un principe d'application de l'Algèbre à la. 
Géométrie , exposé au n° 76 de ce traite' ; mais on y supplée 
par l'examen des diverses situations respectives que peuvent avoir 
les points M et iV, et qui ne font que changer en + un ou deux de* 
signes — compris dans les parenthèses du second membre de l'équa- 
tion (A). 

Quand ces points ne tombent pas du même côté du diamètre BB\ 
c*est un cosinus qui change de signe , et un sinus lorsqu'ils sont l'un 
au-dessus et l'autre au-dessous du diamètre ^f^'. En effectuant les 
calculs dans ces divers cas , ce qui ne présente aucune difficulté, on 
voit que les formules se modifient de la même manière que l'indi- 
quent les considérations des h°» 22 et a3. 

NOTE B indiquée au n° 38 , page 45. 

An lieu de chercher comme à l'endroit cité l'expression de sin 5 C t 
on pourrait trouver tout de suite celle de. sin C; car on a d'abord* 

.,»C. = ,-co.O = ,- L_ ^ -, 

puis séduisant le dernier membre au même dénominateur, on ob- 
tient 



sinC , = — ■ , -7- — ■— ■»> 



$a*b* 
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dont le second membre se décompose en facteur*, dans la forme 

Ç*ab-ha* 4- b* — c») (vab — a» — b* -f* c«) __ 

[(a -h 6)»— c»] [c* — (<* — &)»] _ 

$a*b* "" 

(a-t-& + c)(a-f-.6~»c)(c-hii —&)(*—«-*-*) ^ 

4a a £* 

4 — r— — — — ■ " i ■ ■ . ; 

«tsi l'on fait, comme, dans le n° cité, # -f- ft -f* c = /, on aura 
enfin 



Cette formule, renfermant .quatre facteurs sous le radical , est 
moins simple crue celle du texte , et elle a de. plus l'inconvénient de 
ne pas faire connaître si l'angle cherché est aigu ou obtus, puisque 
le sinus d'un angle est le même que celui de son supplément (aa) , 
tandis que la moitié du plus grand angle obtus étant nécessairement 
moindre que if , on obtiendra toujours , sans ambiguïté, la valeur 
de l'angle J C, par celle de son sinus. 

La circonstance que je viens d'indiquer répond an seul cas dans 
lequel un triangle rectiligne n'est pas entièrement déterminé quoique 
l'on y connaisse trois choses parmi lesquelles se trouve un côté : c'est 
lorsque Ton a deux côtés et un angle opposé à l'un de ces côtés : 
par exemple, les côtés a et c et l'angle A , fig. 16 ; car alors Ja.pro- Yie. 164 
portion a l c * * sin A \ sin C (34) , ne faisant point connaître si 
l'angle Cest aigu ou obtus , ces données conviennent à deux trian- 
gles diflerens pour l'un desquels la perpendiculaire abaissée du point 
2?, sur le côté b , tombe en dedans, et ponr l'antre en dehors (Elém. 
de Géom. 35). Il est d'ailleurs aisé de voir, par les formules obte- 
nues jusqu'ici , que ce cas est le seul oh il puisse y avoir ambiguïté. 

Ce n'est pas tout encore que la rigueur mathématique des for- 
mules , lorsqu'il s'agit de les appliquer : il faut de plus rechercher la 
commodité des calculs et l'exactitude numérique des déterminations. 

Sous le premier rapport , il faut, ainsi que je l'ai déjà fait remar- 
quer aux n°* 3o et 37, que les expressions des quantités cherchées 
soient, autant que cela est possible, composées par multiplication 
et par division , afin que l'emploi des logarithmes soit facile. 

Quant à l'exactitude du calcul numérique , il faut que la quantité 
cherchée immédiatement subisse dans son état actuel les plus grandes 
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variation* possible*. S'il s'agissait d'un sinus, par exemple, il faudrait 
qu'il n'appartint pas à un arc fort près du quart de cercle ; car , 
dans cette situation, les sinus croissant bien moins que les arcs , 
quelques unités d'erreur sur le logarithme du sinus-; déduit par 
une combinaison d'autres logarithmes dont le dernier chiffre est 
souvent fautif en occasionneraient une bien plus importante sur l'arc. 
Lorsqu'on doit employer un sinus à la détermination d'un angle , 
il est donc à propos que cet angle ne soit pas trop grand j et c'est 
encore là un avantage que l'expression de sin± C (38) aura souvent 
sur celle de sinC. 

Il y aurait le même inconvénient à déterminer un petit arc par 
son cosinus ; mais il n'en est pas de même des tangentes , parce 
que leur accroissement est toujours de plus en pins rapide. 

Je ferai encore observer ici que les cosinus et les tangentes chan- 
geant de signe, lorsque l'angle devient obtqs (a3, ^4), ont, sur les 
sinus, quand on a combiné les signes dans le cours du calcul, 
soivant les règles de l'Algèbre , l'avantage de faire connaître si 
l'angle qu'on détermine par leur moyen est aigu ou obtus , ce 
qui est souvent utile , comme on peut le voir au n° 57. 

Ce que je viens de dire ne se rapportant qu'a l'emploi des tables 
trigonométriques , il faudrait encore y ajouter les précautions 
qu'exigent dans la recherche et la mesure des données, précautions 
qui sont également nécessaires pour la construction graphique: 
c'est de faire en sorte, lorsqu'on doit obtenir un point par 
l'intersection de deux lignes , qu'elles ne se rencontrent point sons 
des angles trop aigus ou trop obtus , parce qu'alors cette intersection, 
qui est toujours. Une petite surface, est plus large, et que de plus une 
petite erreur commise dans la direction des droites en occasionne une 
beaucoup plus grande dans le lieu de l'intersection. C'est d'après 
celte dernière remarque que lorsqu'on forme sur le terrain , comme 
on le verra an n© 40 , des triangles pour déterminer la situation res- 
pective de plusieurs points, il faut que ces trianglesn'aient pas des 
angles fort petits on fort grands. 

i 
JNOTE C indiquée au n° 68, page 9g, 

' Pour se rendre raison du principe posé au commencement de cet 
article, il faut considérer ce qui arriverait si l'on changeait l'unité 
à laquelle sont rapportées les lignes employées dans les calculs de la 
question. Il est évident que si l'on prenait une unité qui fût double, 
triple, etc., de la première, les nombres qui expriment les lignes de- 
viendraient deux fois, trois fois, etc., plus petits que par la pre~ 
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mière unité; qu'au contraire , ils deviendraient deox fois, trois fois 
plus grands si la nouvelle unité était deux fois, trois fois plus petite 
que la première. Les aires éprouveraient deschangemens analogues, 
marques par le quarrédu rapport des deux unités linéaires, et ceux des 
volumes le seraient par le cube de ces rapports. 

Cela posé, pour mieux fixer les idées, concevons qu'il n'y ait 
«dans la question que trois quantités connues a, b, c, et que Pin- 

p 
connue x soit représentée par la fraction y=r , oh P et Ç soient des 

expressions entières en a f b, c 9 ce qu'il est toujours possible d'obtenir 
par des réductions convenables;. enfin désignons para', b r > </> X e 9 
les nombres résultans des changemens d'unité dans la mesure des 

pr 
lignes ; l'expression de la nouvelle inconnue sera x* = —> P' et Q* 

étant composés en a', b', </, comme P et Ç le sont en a f b, c 9 
pnisque par la supposition, la ligne prise d'abord pour f nité , ne fait 
point partie des données du problème, et n'entre point dans le calcul 
algébrique de l'inconnue. Si le rapport de la seconde unité à la pre- 
mière est n 9 et que x soit une ligne, on aura en même temps 

a = na' 9 b = nb', e = nc\ x'szmx* ; 

p p ... 

il faudra donc que ^=1/1-^, ce qui ne saurait arrivera moins 

que P et Ç ne soient homogènes en a, b, c, et qu'il n'y ait dans 
P un facteur de plus que dans Q, puisque la lettre n n'entre dans 
ces quantités qu'avec les lettres a , b 9 o 9 et au degré marqué par. la 
somme des exposans de ces lettres. 

nh 

Soit pour exemple l'expression af = -—-^(86) j on aura d'abord 

a'V ' 

ar/ss- v ■ j, , et le changement de a et de b en na' et 116*, «dans l'ex- 
a -f- o 

pression de x 9 donnera ^ "^ , % 

n*a'V a'b r * f ' 

ï^liï= n 7+b'^ n * : *r -"' 

11 est bien aisé d'étendre ces raisonnemens aux expressions d'une*" 

ligne dépendante d'un nombre quelconque d'autres lignes. Quant 

aux expressions des aires et des volumes , il faut observer de plus 

P P' * 

que pour les premières on doit avoir Tî~ n% 7y > ct P° ur * cs sc " 

20 
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P .P 1 



condcs^r = n* yp j' mais dans tons les cas il faut que P et Q 

soient des quantités homogènes, pour qu'il né reste pas des puis- 
sances diverses de »• dans les différera ternies de P et de Q, lorsqu'on 
les déduit de P* et de Qf.(Je dois cette remarque à M. De/têts, 
maître de Conférence à l'École Normale). 



NOTE D indiquée à la fin du n° 176, page 272. 

Dans son Examen des différentes méthode» em!ptofëék pour 
résoudre les problèmes de Géométrie (p» 89) , M. Lamé a pré- 
sente' sous une forme symétrique et homogène l'équation du plan , 
sans y introduire' aucun coefficient sutyerfiu ; ceUe forme est . 

Les quantités a 9 b, c sont ce que l'auteur appelle les paramè- 
tres du plan {elles expriment les distances entre l'origine des coor- 
données et les points où Je plan rencontre les axes des jr, desjret 
des z. 

On s'en assure en faisant successivement nulles deux des trois 
coordonnées (175), ce qui donne la valeur de la troisième, an point 
oii le plan proposé coupe l'axe snr lequel celte coordonnée est 
comptée. En posant, par exemple, jr=o, j" = o, l'équation ci- 

Fie. *•& dessus devient - = 1 , et donne 2 = c ; c'est, snr la figure 73, la di- 
stance AE, On y marquerait les deux autres en prolongeant, jus- 
qu'à leurs rencontres respectives, les droites G a E et AB , G m E et 
AC\ et l'on formerait ainsi nne pyramide ayant son sommet an 
point A, et sa base sur le plan G"EG m prolongé derrière l'o- 
rigine A. 
La nouvelle équation du plan étant comparée avec 

Ax+By+Cz+D=zo f 

mise sons la forme 

A B C 
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on en déduira 

D . î> D 

et par la on changera aisément les et pression* da texte, dan* 
celles qui se rapportent k là forme employée par M. Lame'. 

La ligne droite est représentée d'une manière semblable par IV- 
quation 

attb désignent les distances entre l'origine des coordonnées et les 
points oit cette droite rencontre les axes des x etdesjr : sur la fi- 

8 ° re35 ' Fie 35 

Il en est de même des équations 

appartenantes à l'ellipse et a l'hyperbole rapportées à lenr centre , 
et en général des lignes et des surfaces comprises dans les équations 

x* r* z* 

a ©j e 

M. Lamé, en faisant cette remarque (p. io4~ ioS de so* ou- 
vrage), a reconnu «tue l'équation 

« i 

exprimait la parabole , et l'équation 

OU - ■+■ -= I > 



t'hyperbole^ 
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LVquation 

se rapporte anx'surfaces du fécond degré dont il est parle* au n« 190. 
voyez d'ailleurs mon Traité du Calcul différentiel et du Calcul 
intégral, tome III, pages 638 et 646. 
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